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Математический квадрат, 8 класс
Условия

Арифметика

1. Взяли 100 чисел. Среди их всевозможных попарных произведений оказалось 1000 отрицательных. Сколько среди исходных чисел могло быть нулей?

2. В ящике лежат 60 банок консервов трех сортов: 500-граммовые банки по цене 80 рублей, 400-граммовые банки по цене 70 рублей и 300-граммовые банки по цене 60 рублей. Общий вес банок 25 кг. Какова их общая стоимость?
3. В строчку в каком-то порядке выписаны цифры 0, 1, 2, …, 9 так, что из любых трех стоящих подряд цифр сумма каких-то двух равна 7. Чему может быть равна сумма двух цифр, стоящих в начале и в конце строчки?

4. По данным опроса, проведенного в классе, выяснилось, что 20% учеников, интересующихся математикой, интересуются еще и физикой, а 25% учеников, интересующихся физикой, интересуются также и математикой. И только Пете с Васей не интересен ни один из этих предметов. Сколько человек в этом классе, если известно, что их больше 20, но меньше 30?

5. Найдите наибольшее натуральное число, каждая некрайняя цифра которого меньше среднего арифметического соседних с ней цифр.
Геометрия

1. Перпендикуляр, опущенный из вершины прямоугольника на диагональ, делит ее в отношении 1:3. Найдите длину диагонали, если известно, что точка ее пересечения с другой диагональю удалена от большей стороны на расстояние, равное 2.
2. Две стороны треугольника равны 6 и 8. Медианы, проведенные к этим сторонам, взаимно перпендикулярны. Найдите третью сторону треугольника.

3. В треугольнике ABC высоты AA1 и CC1 пересекаются в точке H, лежащей внутри треугольника. Известно, что H – середина AA1, а CH:HC1 = 2:1. Найдите величину угла B.
4. Высоты остроугольного треугольника ABC, проведенные из точек B и C, продолжили до пересечения с описанной окружностью в точках B1 и C1. Оказалось, что отрезок B1C1 проходит через центр описанной окружности. Найдите угол BAC.
5. Диагональ BD трапеции ABCD равна m, а боковая сторона AD равна n. Найдите основание CD, если известно, что основание, диагональ и боковая сторона трапеции, выходящие из вершины C, равны между собой.

Комбинаторика

1. На окружности даны 8 точек. Сколькими способами можно провести четыре отрезка, не имеющих общих точек, с концами в данных точках?
2. Заметим, что если повернуть лист, на котором написаны цифры, то цифры 0, 1, 8 не изменятся, 6 и 9 поменяются местами, остальные потеряют смысл. Сколько существует девятизначных чисел, которые при поворачивании листа не изменяются?
3. Числа 1, 2, 3, ..., 25 расставляют в таблицу 5×5 так, чтобы в каждой строке числа были расположены в порядке возрастания. Какое наибольшее и какое наименьшее значение может иметь сумма чисел в третьем столбце?

4. Куб со стороной 20 разбит на 8000 единичных кубиков, и в каждом кубике записано число. Известно, что в каждом столбике из 20 кубиков, параллельном ребру куба, сумма чисел равна 1 (рассматриваются столбики всех трех направлений). В некотором кубике записано число 10. Через этот кубик проходит три слоя 1×20×20, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

5. На каждую чашу весов положили k гирь, занумерованных числами от 1 до k, причем левая чаша перевесила. Оказалось, что если поменять чашами любые две гири с одинаковыми номерами, то всегда либо правая чаша начинает перевешивать, либо чаши приходят в равновесие. При каких k это возможно?

Алгебра

1. Числа p и q различны. Известно, что можно подобрать такое число x, что x2+px+q = 0 и x2+qx+p = 0. Найдите p+q.

2. Найти все такие простые числа a и b, что ab+ba – тоже простое.

3. Найдите все несократимые положительные дроби, увеличивающиеся вдвое после увеличения и числителя и знаменателя на 10.

4. Наибольшее из чисел 3x–5, 5–2x, x–1 обозначили через a, второе через b, а самое маленькое через c. При каких x верно 4b–2a = 3c?
5. Найдите значение выражения 
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Турниры

1. В волейбольном турнире команды играют друг с другом по одному матчу. За победу дается 1 очко, за поражение – 0 очков. Известно, что в один из моментов турнира все команды имели разное количество очков. Сколько очков набрала в конце турнира команда, занявшая предпоследнее место?

2. Пять футбольных команд провели турнир – каждая команда сыграла с каждой по разу. За победу начислялось 3 очка, за ничью – 1 очко, за проигрыш очков не давалось. Четыре команды набрали соответственно 1, 2, 5 и 7 очков. Сколько очков набрала пятая команда?

3. В коммерческом турнире по футболу участвовало пять команд. Каждая должна была сыграть с каждой ровно один матч. В связи с финансовыми трудностями организаторы некоторые игры отменили. В итоге оказалось, что все команды набрали различное число очков, и ни одна команда в графе набранных очков не имеет нуля. Какое наименьшее число игр могло быть сыграно в турнире, если за победу начислялось 3 очка, за ничью – 1 очко, за поражение – 0 очков?
4. В шахматном турнире участвовали два ученика 7 класса и несколько учеников 8 класса. Каждые два ученика сыграли друг с другом по одной партии, за победу присуждалось 1 очко, за поражение – 0 очков, за ничью – 1/2. Семиклассники в сумме набрали 8 очков, а каждый из восьмиклассников набрал одно и то же число очков. Сколько восьмиклассников участвовало в турнире?

5. В соревнованиях участвуют 10 фигуристов. Соревнования судят трое судей следующим способом: каждый судья по-своему распределяет между фигуристами места (с первого по десятое), после чего победителем считается фигурист с наименьшей суммой мест. Какое наибольшее значение может принимать эта сумма у победителя (победитель единственный)?
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