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От редколлегии 

«Мастеръ Гамбсъ этимъ полукресломъ 
начинаетъ новую партъю мебелъ ... » 

И. Ильф, Е. Петров «Двенадцать стульев» 

Вы держите в руках первую книжку из новой серии ШКОЛЬ
НЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ КРУЖКИ. По нашему замыслу 
брошюры этой серии будут отличаться от многих популярных 
математических книг тем, что наш главный адресат — школь
ный учитель математики. Учитель, который понимает, что для 
пробуждения интереса к математике и для развития школьников 
часто не хватает времени школьных уроков. Учитель, который 
готов вести в своей школе математические кружки или фа
культативы. Надеемся, что книги этой серии позволят любому 
учителю сэкономить силы и время на подготовку занятий, 
и окажутся особенно полезны тем, у кого не хватает опыта. 

Мы планируем издать книжки, содержание которых будет по 
возможности полно охватывать традиционную тематику матема
тических кружков. Авторы книг серии — учителя и руководите
ли кружков, которые поделятся своим богатым опытом. Ещё раз 
подчеркнём, что брошюры будут составлены таким образом, что 
с их помощью сможет вести занятия с обычными школьниками 
учитель (или студент-математик), даже не обладающий подоб
ным опытом. Надеемся также, что книжки нашей серии будут 
интересны школьникам и их родителям и окажутся полезными 
для самообразования. 

В брошюру по каждой теме войдут разработки нескольких 
занятий с изложением необходимой теории, разобранными при
мерами, задачами, которые автор рекомендует решить на данном 
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занятии (к ним приводятся подробные решения), и методиче
скими указаниями для учителя. Помимо этого, каждая брошюра 
будет содержать список дополнительных задач по теме и различ
ные приложения (исторические сведения, дополнительный теоре
тический материал и пр.). При желании её можно использовать 
как дидактический материал (копируя то или иное занятие), либо 
делать выборки для проведения конкретного занятия или для 
составления массовой математической олимпиады. 

Важно, что изложение каждой темы будет начинаться прак
тически «с нуля» или во всяком случае там, где заканчиваются 
стандартные школьные учебники. Кроме того, авторы постара
ются дать конкретные методические рекомендации: для какого 
возраста целесообразно проводить то или иное занятие и какими 
предварительными знаниями должны владеть школьники, с ко
торыми планируется изучить ту или иную тему. 

Мы будем благодарны за любые замечания и пожелания, ко
торые просим направлять координатору проекта по электронной 
почте по адресу blinkov@mccme.ru. 
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Предисловие 

Понятие чётности очень важно для развития математической 
культуры школьника. Идейно это понятие простое и обычно не 
вызывает трудностей. Задачи же, связанные с чётностью, могут 
варьироваться от очень простых до очень сложных. Эти зада
чи позволяют на простом материале ввести школьника в разно
образный круг математических идей. Прежде всего, тема «Чёт
ность» является как бы введением в более общую тему «Дели
мость и остатки», которая близко примыкает к школьной про
грамме. Но, несмотря на простоту ряда задач, их решение требу
ет каких-то логических умозаключений, что тоже позволяет раз
вить математическую культуру. С другой стороны, в предлагае
мых задачах в зачаточной или более серьёзной форме встречают
ся более далёкие от школьной программы, но часто встречающи
еся на олимпиадах идеи, такие как инвариант, периодичность, 
раскраски, математическая индукция и др. Чётность часто ис
пользуется как инструмент при решении задач на процессы, игры, 
графы и т. д. 

Основной материал разбит на четыре занятия. Информация 
для учителя набрана более мелким шрифтом. Задачи, которые 
(при недостатке времени) можно опустить, помечены звёздоч
кой (их можно включить в домашнее задание). В приложении 
собраны задачи, которые можно использовать для домашних за
даний, самостоятельной работы учащихся, школьных олимпиад 
и т. п. 

Для понимания материала и решения большинства задач не 
требуется знаний, выходящих за рамки начальной школы: по
нятие натурального и простого числа, признак делимости на 2, 
начала алгебры. 
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На своих занятиях автор предпочитает обходиться без раз
даточного материала. Тем не менее, по просьбе редакции такой 
материал включён (см. Приложение). Он имеется в двух вари
антах. Желательно использовать второй, куда включены только 
задачи с «длинными» условиями. 

Конечно, автор не сам придумывал задачи. Многие из них 
известны уже давно, часть появилась в последние годы. Авто
ры некоторых задач нам известны, но поскольку нет никакой 
возможности установить авторство всех задач, нам пришлось 
вообще отказаться от указания авторства. Надеемся, что авторы 
задач нас простят. 

Вводная задача. 
Николай с сыном и Пётр с сыном пошли на рыбалку. Николай 

поймал столько же рыб, сколько его сын, а Пётр — столько же, 
сколько его сын. Все вместе поймали 27 рыб. Сколько рыб поймал 
Николай? 

Сначала кажется, что в задаче не хватает данных: два неизвестных и од
но уравнение. Затем кто-то должен сообразить, что условия задачи проти
воречивы. Действительно, отцы поймали столько же рыб, сколько и сыновья. 
Но тогда общее число рыб должно быть чётным, а по условию оно нечётно. 
(Вариант рассуждения: Николай с сыном вместе поймали чётное число рыб. 
То же верно и для Петра с сыном. Значит, и сумма этих чисел чётна. Если 
школьники сами не догадаются до одного из этих соображений, следует им 
немного подсказать). 

Но никакого противоречия нет! К противоречию привело неявное пред
положение о том, что на рыбалке было четыре человека. Но их могло быть 
и три (Николай — сын или отец Петра). Из условия теперь следует, что все 
поймали рыб поровну, то есть по 9 штук. 

С этой задачей (но не с её решением) желательно ознакомить школьников 
за несколько дней до начала первого занятия. 
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Занятие 1 

Чётность суммы и произведения 

Стоит начать с разбора и обсуждения вводной задачи. Она позволяет 
начать разговор об определении и свойствах чётности, а также вспомнить 
признак чётности. 

Чтобы каждый раз не повторяться, договоримся, что все чи
сла, о которых пойдет речь на этом занятии, — целые. 

Прежде всего, мы использовали тот факт, что число вида п+п 
чётно (отцы поймали столько же рыб, сколько сыновья, поэтому 
вместе они поймали чётное число рыб). Вот ещё одна задача, 
иллюстрирующая ту же идею. 

Задача 1. Кузнечик прыгал вдоль прямой и вернулся в ис
ходную точку. Все прыжки имеют одинаковую длину. Докажите, 
что он сделал чётное число прыжков. 

Решение. Сколько раз он прыгнул вправо, столько же прыг
нул и влево (так как вернулся в исходную точку). 

Далее следует довольно много формальных рассуждений. Они предна
значены для въедливых школьников, которые требуют всё доказывать. Если 
есть уверенность в том, что школьники хорошо понимают содержательный 
смысл приводимых утверждений, то большую часть формальных рассужде
ний можно (на усмотрение учителя) опустить. 

Откуда следует, что число вида п + п = 2п чётно? А это про
сто определение — чётным называется число, которое делится 
на 2. Таким образом, «общий вид» чётного числа 2гг, где п — 
произвольное целое число. 

Речь идёт именно о целых, а не только о натуральных (то есть целых 
положительных) числах. В частности, важно понимать, что 0 — тоже чётное 
число. 
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Каков же «общий вид» нечётного числа? 2n + 1. Действитель
но, если от нечётного числа отнять 1, то оно станет чётным, 
то есть нечётное число равно сумме чётного числа 2п и единицы. 

Часто используется запись нечётного числа и в виде 2п — 1. 

Из определения чётного числа сразу следует, что произведе
ние любого (целого) числа на чётное число чётно. 

Формальное доказательство: т • 2п = 2(тп). 

Несколько более сложно проверить, что произведение двух не
чётных чисел нечётно. 

Формальное доказательство: (2т + l ) ( 2 n + 1) = 2(2тп + т + п) + 1. 

Мы говорим, что два числа имеют разную чётность, если одно 
из них чётно, а другое нечётно. В противном случае числа имеют 
одинаковую чётность. 

Как определить чётность суммы? 

• Сумма двух чисел разной чётности нечётна. 
• Сумма двух чисел одной чётности чётна. 

Доказательство : 2т + (2п + 1) = 2(т + п) + 1; 2т + 2п = 2(т + п), 
(2т + 1) + (2п + 1) = 2(т + п + 1). 

Задача 2. Сформулируйте и докажите обратные утвержде
ния. 

Решение. Если сумма двух чисел нечётна, то слагаемые 
имеют разную чётность. Действительно, если бы они имели оди
наковую чётность, то сумма была бы чётной. 

Если сумма двух чисел чётна, то слагаемые имеют одинако
вую чётность. Доказательство аналогично. 

Задача 3. Числа т и п целые. Докажите, что число тп(т-\-п) 
чётно. 

Решение. Если числа т и п одинаковой чётности, то чётна 
их сумма т + п. Если же они разной чётности, то чётно их 
произведение тп. В любом случае произведение чисел тп и т + п 
чётно. 
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Задача 4. Что можно сказать о чётности разности двух чи
сел? 

Ответ: то же, что и о сумме. 
Тут важно объяснить, что доказывать это отдельно не требуется: 

т — п = т + (—п), то есть разность и сумма — одно и то же. Следует, 
правда, отметить, что при смене знака числа его чётность не меняется. 

Заметим, что чётность суммы двух чисел равна чётности 
их разности. 

При решении вводной задачи мы пользовались также призна
ком делимости на 2: 

• число чётно тогда и только тогда, когда чётна его послед
няя цифра, 

применив его для того, чтобы выяснить нечётность числа 27. 

Доказательство : любое натуральное число п можно записать в виде 
п = 10а + Ь, где Ь — его последняя цифра. Первое слагаемое 10а = 2-5а чётно. 
Следовательно, чётность суммы 10а + Ъ совпадает с чётностью слагаемого Ъ. 
Доказательство для отрицательных чисел сводится к замене знака и переходу 
к разобранному случаю натуральных чисел. 

Задача 5. Сумма трех чисел нечётна. Сколько слагаемых 
нечётно? 

Ответ: одно или три. 
Решение. Нетрудно привести примеры, показывающие, что 

оба случая возможны. Остальные два случая (нечётных слагае
мых два или их нет совсем) легко приводятся к противоречию. 

Теперь можно перейти к наиболее общей формулировке. 

Чётность суммы совпадает с чётностью количества не
чётных слагаемых. 
Желательно, чтобы школьники сами сформулировали это правило (не 

обязательно этими же словами). Доказательство лучше оставить в качестве 
домашнего задания (в этом случае его следует разобрать на одном из следу
ющих занятий) или опустить. Мы приведём его в занятии 4. 

Задача 6. Не вычисляя суммы 1 + 2 + . . . + 1999, определите 
ее чётность. 
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Решение. В этой сумме 1000 нечётных слагаемых. Следова
тельно, она чётна. 

Задача 7. На доске написаны 613 целых чисел. Докажите, 
что можно стереть одно число так, что сумма оставшихся чисел 
будет чётной. Верно ли это для 612 чисел? 

Решение. Если сумма всех написанных чисел чётна, то ко
личество нечётных слагаемых чётно. Следовательно, есть чёт
ное слагаемое; его и надо стереть. Если же сумма всех написан
ных чисел нечётна, то количество нечётных слагаемых нечётно. 
Значит, оно больше нуля (0 — чётное число), и можно стереть 
нечётное слагаемое. 

Для 612 чисел утверждение неверно. Если все слагаемые не
чётны, то ни одно нельзя стереть, не «испортив» сумму. 

Задача 8. В ряд выписаны все числа от 1 до 1998. Требуется 
расставить между ними знаки «+» и «—» так, чтобы полученное 
выражение равнялось нулю. Удастся ли это сделать? 

Ответ: не удастся. 
Решение. Чётность числа не зависит от поставленного перед 

ним знака, поэтому при любой расстановке знаков будет 999 не
чётных слагаемых. Поэтому в любом случае сумма будет нечётна. 

Задача 9*. Можно ли числа 1, . . . , 21 разбить на несколько 
групп так, чтобы в каждой из них максимальное число равнялось 
сумме всех остальных? 

Ответ: нельзя. 
Решение. При таком разбиении сумма чисел в каждой груп

пе была бы чётна. А сумма всех чисел нечётна. 
Домашнее задание . Учитель может оценить, насколько хорошо усвои

ли материал учащиеся, и выбрать один из двух рекомендованных вариантов 
домашнего задания: «простой» или «сложный» (или составить свой вариант). 
В вариантах указаны номера из раздела «Дополнительные задачи». 

Решения задач из домашнего задания желательно обсуждать. Но не сле
дует это делать в начале следующего занятия — тогда на само занятие 
времени не останется. Например, можно после двух занятий устроить про
межуточное занятие, посвящённое только разбору домашних заданий. 

Простой вариант: 1 а - б ) , 2, 3, 5 - 1 0 . 
Сложный вариант: 1 а - в ) , 4 - 6 , 9, 11 -16 . 
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Приложение 
Раздаточный материал 

Занятие 1 
З а д а ч а 1. Кузнечик прыгал вдоль прямой и вернулся в исходную точку. 

Все прыжки имеют одинаковую длину. Докажите, что он сделал чётное число 
прыжков. 

З а д а ч а 3. Числа т и п — целые. Докажите, что число тп(т + п) чётно. 

З а д а ч а 4. Что можно сказать о чётности разности двух чисел? 

З а д а ч а 5. Сумма трех чисел нечётна. Сколько слагаемых нечётно? 

З а д а ч а 6. Не вычисляя суммы 1 + 2 + . . . + 1999, определите ее чётность. 

З а д а ч а 7. На доске написаны 613 целых чисел. Докажите, что можно 
стереть одно число так, что сумма оставшихся чисел будет чётной. Верно ли 
это для 612 чисел? 

З а д а ч а 8. В ряд выписаны все числа от 1 до 1998. Требуется расставить 
между ними знаки «+» и «—» так, чтобы полученное выражение равнялось 
нулю. Удастся ли это сделать? 

З а д а ч а 9. Можно ли числа 1, . . . , 21 разбить на несколько групп так, 
чтобы в каждой из них максимальное число равнялось сумме всех остальных? 
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