А.В.Шаповалов

Как построить пример?

Предисловие
Данная книга содержит пять тематических занятий математического кружка 5-7 классов. В материалы каждого занятия входят: вступительный текст учителя, подробный разбор нескольких задач по теме занятия (включающий решения и комментарии), задачи для самостоятельного решения, решения этих задач с комментариями. 

Кроме того, есть раздел «Дополнительные задачи», где даны около 50 задач разной сложности на построение примеров (или невозможность построения). Наиболее сложные задачи отмечены звёздочкой *. Для удобства в конце каждого занятия приведен список задач из дополнительного раздела, а также из других занятий, которые могут быть решены с использованием методов текущего занятия. Так как большинство задач может быть решено несколькими методами, то одна и та же задача может фигурировать в нескольких списках.

В конце книги приведен раздаточный материал.

По сути, весь текст брошюры рассчитан на учителя, а не на школьника. Нормальный младшеклассник предпочитает решать и обсуждать решения, и уж вряд ли станет читать пространные рассуждения на тему «Как можно найти решение» (он скажет: а я решал по-другому). Задача учителя: включить в обсуждение то полезное, что он найдет в этих текстах.

Особенность брошюры: решения задач и пути к решению тщательно разделены. Этим автор хотел подчеркнуть, что в задачах на конструкцию готовое решение (то, что школьник в идеале должен написать) и путь к решению (пояснение, как такое придумать) обычно имеют мало общего. Соответственно, и школьников стоит научить их разделять. Такое разделение полезно, впрочем, и для остальных математических задач. 

Первые 6 задач каждого занятия – это, фактически, примеры для коллективного обсуждения. Сложность их различна: первые обычно – одноходовки, последние школьники, скорее всего, решить не успеют. Но даже если школьникам самим не удаётся быстро найти нужное решение, стоит его подсказать, в любом случае – разобрать на доске и показать на его примере работу приёмов.
Задачи для самостоятельного решения учителю стоит обсуждать индивидуально со школьниками, так или иначе продвинувшимися в их решении.

Соглашение о формулировках. Если в условии требуется построить, разрезать, расставить, то поиск всех возможных вариантов не требуется (а если он нужен, это специально оговаривается).

Автор благодарен С.Р. Когаловскому, общение с которым помогли ему прийти к пониманию необходимости разделять решение и путь к решению, и Л.Э.Медникову за несколько ярких задач,  внимательное прочтение книжки и комментарии, способствовавшие существенному улучшению ее текста. 

Введение

Как можно определить есть у младшего школьника творческие способности к математике или нет? Надо дать ему нестандартную задачу. Почти наверняка в ней надо придумать какую-то конструкцию. Все мы помним такие задачи с детства: про волка козу и капусту, разрежь и сложи, нарисуй, не отрывая карандаша от бумаги, расставь числа в кружочке. Оказывается, что умение придумать не слишком зависит от оценки по «обычной» школьной математике. И понятно почему: традиционная оценка прежде всего оценивает умение применять заранее выученные приёмы в более-менее стандартных ситуациях. Это похоже на открывание двери, и цель обучения часто понимается так: дать ученику связку из как можно большего числа ключей, и научить быстро выбирать нужный. Это, конечно, важный аспект обучения, но он не должен быть единственным, особенно при обучении математике.

Ведь в жизни попадаются лёгкие, но не стандартные задачи, когда надо что сделать, а готового рецепта «как сделать» нет. Ну не нашлось в связке подходящего ключа, а войти надо. Придётся что-то придумать…

Решение задач на построение примеров эту способность придумывать поддерживает и развивает.

Но ведь придумывать надо не только в математике. Придумывают учёные и поэты, шахматисты и цирковые артисты, бизнесмены и политики. Какое отношение такие задачи имеют собственно к обучению математике? Ведь главное, что отличает математику от других видов деятельности – строгий стандарт доказательств. А тут придумал пример, один из многих, и доказывать ничего не надо?! Эдак не отличишь невежду от хорошо обученного школьника…

Подобные опасения лежат в основе кружковых программ, где умение строить конструкции рассматривается как своего рода «детская болезнь», от которой надо мягко, но настойчиво лечить.

Автор с таким подходом решительно не согласен. Во-первых, в задачах на конструкции математики ничуть не меньше. Во-вторых, научный опыт автора показал, что создание конструкций при поиске доказательств в «высокой математике» требуется ничуть не меньше, чем применение теорем. В конце концов, любой доказательство само по себе является конструкцией! Наконец, большая часть школьников вовсе не станут профессиональными «чистыми» математиками. Более вероятно, что они будут применять свои знания и навыки в прикладной математике, программировании, других науках и вне науки. Так давайте учить их так, чтобы им эти навыки пригодились в любом случае.

В частности, будем учить их придумывать примеры так, чтобы изобретательность как минимум сохранялась, а строгость ей не только не мешала, но чем дальше, тем больше помогала. В решениях автор старался показать, что классические кружковые темы «Чётность», «Принцип Дирихле», «От противного», «Решение с конца» с тем же успехом работают при построении примеров, что и при доказательстве невозможности.

Занятие 1. Как такое может быть?

Хороший вопрос  – это половина ответа.

Если на вопрос «Может ли?» вы подозреваете ответ «Может», то стоит спросить себя: «Как такое может быть?». Уточните вопрос: «Какими свойствами эта конструкция должна обладать?». И хоть в задании о свойствах не спрашивается, но дополнительное знание может сильно сузить круг поисков или осветить дорогу. Какие именно свойства искать – зависит от задачи. Тут помогает как математический кругозор, так и здравый смысл. В задачах на разрезание считают число сторон, площади, длины, углы. В задачах на делимость раскладывают на простые множители и считают остатки. 
Шерлок Холмс говорил «Я задаю себе вопросы и последовательно отбрасываю невозможные случаи. То, что останется, и будет правильным, каким бы невероятным это изначально не казалось». 

Задавайте себе вопросы на протяжении всего построения. Вы с удивлением увидите, как много конструкций окажутся логичными и единственно возможными.
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1.1. Можно ли квадрат 4(4 без угловой клетки (см. рис.) разрезать на 3 равные части?

Решение. Да, см. рис. [image: image2.png]



Путь к решению. Надо задаться вопросом о площади части. Вычислив, что площадь целая – равна 5 площадям клеток, естественно попробовать разрезать по границам клеток на 3 пятиклеточные фигуры.

1.2. Расшифруйте ребус (одинаковые буквы означают одинаковые цифры, разные – разные): 
Б + БЕЕЕ = МУУУ.

Решение. 1 + 1999 = 2000.

Путь к решению. Добавив однозначное число, мы увеличили разряд тысяч. Значит, оба четырёхзначных числа отличаются от «круглого» (кратного тысячи) числа не больше, чем на 9. У таких чисел три одинаковые последние цифры могут быть только 999 или 000, и разница между такими числами равна 1.

1.3. Арбуз разрезали на 4 части и съели. Осталось 5 корок. Как такое может быть, если корок никто не грыз?

Решение. Проделав сквозную дырку, вырежем из арбуза продолговатый кусок мякоти с нашлепками корки с двух сторон. Остальное разрежем на три части плоскими разрезами через ось дырки.

Путь к решению. На вопрос «Как такое могло быть» найдем ответ по принципу Дирихле: должна быть часть с двумя (или более) корками. Эти корки, понятно, соединены куском мякоти. 

1.4. Найдутся ли три натуральных числа, которые друг на друга не делятся, но каждое делит произведение двух других? 

Решение. Например, 6, 10 и 15.

Путь к решению. 
– Понятно, почему числа не делятся на самое большое из них, а почему не делятся на самое маленькое? 
– Наверное, в маленьком есть простой множитель, которого нет в больших?

– Но произведение ведь делится, значит где-то этот множитель есть…
– Есть в одном, а в другом его нет.
– Ладно, а почему тогда другое на маленькое число не делится?
– Значит, в нём нет другого простого множителя.
– Идея: пусть каждое число раскладывается на два простых множителя, а с любым другим у него только один общий простой множитель. Группируя попарно множители 2, 3, 5, получим пример.

1.5. Мюнхгаузен говорит: "Позавчера мне было 40 лет, а в следующем году мне исполнится 43". Могут ли его слова быть правдой?

Решение. Могут, если барон родился 31 декабря, а фразу произнёс 1 января.
Путь к решению. Как такое может быть? Если в следующем году барону исполнится 43, то в текущем – 42, а в прошлом – 41.
– Но ведь позавчера было еще только 40? 
– Значит, 41 исполнилось вчера.
– Но ведь исполнилось в прошлом году?
– Значит, вчера был прошлый год.

1.6. Расставьте шашки на клетчатой доске 6×6 так, чтобы на всех горизонталях стояло разное число шашек, а на всех вертикалях – одинаковое.
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Решение. Например, см. рис.

Путь к решению. Число шашек на горизонтали может быть любым – от 0 до 6. Это даёт 7 вариантов. Если бы были 7 разных горизонталей, сумма была бы 0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21. Но один ряд надо убрать, и сумма при этом должна разделиться на 6. Единственная возможность – убрать 3. Далее надо так распределить шашки на горизонталях, чтобы в каждой вертикали оказалось по 3 шашки. Проще всего сгруппировать 5 с 1, а 4 с 2 так, чтобы каждая пара дала по одной шашке на каждую вертикаль (см. рис).

Задачи для самостоятельного решения

1.7. В квадрате 4×4 отметили 10 клеток (см. рисунок). Разрежьте квадрат на 4 одинаковые по форме части так, чтобы они содержали соответственно 1, 2, 3 и 4 отмеченные клетки.

1.8. Среди четырех людей нет трех с одинаковым именем или с одинаковым отчеством, или с одинаковой фамилией, но у каждых двух совпадает или имя, или отчество, или фамилия. Может ли так быть?

1.9. Дата 21.02.2012 читается одинаково слева направо и справа налево. А будут ли после неё ещё такие даты в нашем столетии?

1.10. Придумайте способ разрезать квадрат на семиугольник и восьмиугольник так, чтобы для каждой стороны восьмиугольника нашлась равная ей сторона семиугольника.

1.11. В однокруговом турнире за победу давали 2 очка, за ничью 1 очко, за поражение 0 очков. Спартак одержал больше всех побед. Мог ли он набрать меньше всех очков?

1.12. Барон Мюнхгаузен каждый день ходил на охоту, а возвратившись, говорил: «Сегодня я добыл уток больше, чем позавчера, но меньше, чем неделю назад».
а) Могли ли его слова 7 дней подряд быть правдой?
б) Какое наибольшее число дней подряд эти слова могли быть правдой?

Можно также использовать задачи 2.9, 2.10, 2.12, 3.1, 3.3, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.10, 3.11, 4.1, 4.2, 4.8, 5.1, 5.2, 5.4, 5.9, Д1–Д10, Д12, Д15, Д19, Д20, Д22–Д25, Д27–Д29, Д33, Д35, Д38, Д40, Д43–Д45, Д47, Д48

Занятие 2. Ищи там, где легче. Высматривай знакомое.

– Обронили там, а ищете здесь?!

– Так там темно, а здесь хоть фонарь горит…

Часто примеров много, а нужен только один. Избыток свободы может сбивать с толку: неясно, с чего начинать. Но ведь в жизни такая свобода не мешает: если все равно, где покупать, ищем нужный товар в первом попавшемся магазине, в магазине поближе или в том,  который лучше знаем, или там, где дешевле. Так и при поиске примера: главное, начать с чего-нибудь. Можно первые шаги сделать наугад, а дальше появятся ограничения, которым будем следовать. Но можно и самим наложить на себя ограничения, желательно такие, чтобы строить пример было легче. Например, пробуем разрезать по клеточкам. Или стараемся ставить шахматные фигуры подальше друг от друга, чтобы они друг друга не били. Вообще, можно и нужно применять здравый смысл, естественные соображения. Они ограничивают поле для поиска примера, но зато поиск убыстряется и облегчается. Вообще, ваш опыт гораздо больше, чем вы думаете. Ответом может оказаться хорошо знакомый объект, просто надо посмотреть на него под нужным углом.
Задача 2.5.  Найдите хотя бы одно решение уравнения 
28x + 30y + 31z = 365 в натуральных числах.

Задачи для самостоятельного решения

2.10. Разрежьте квадрат на равные треугольники и сложите из них два меньших неравных квадрата.

2.11. Перед вами три человека: двое нормальных, один – идиот. На вопрос, требующий ответа Да или Нет, нормальные отвечают честно. Идиот же в смысл вопроса не вникает, а отвечает наугад. Каждый из них знает, кто есть кто. Как и вам за два вопроса определить про всех, кто есть кто?

Можно также использовать задачи 1.9, 1.10, 1.11, 3.5, 3.10, 3.11, 4.4, Д5, Д11–Д21, Д30, Д32, Д34, Д36, Д37, Д39, Д42, Д51

Занятие 3: Можно или нельзя?

Кто хочет сделать, ищет способ, кто не хочет, ищет причину.

Для многих математика начинается с вопроса «Можно ли» и обоснования ответа на него. Пытаясь построить пример, надо быть готовым и к тому, что построить его не удастся. Если не получается, то прежде, чем что-то менять (например, увеличивать количество частей), полезно объяснить себе, почему не удаётся. Это только я не могу построить или это в принципе невозможно?

Задачи этого занятия подобраны так, чтобы показать «пограничные» ситуации. В них обычно два-три очень похожих вопроса. Однако небольшое изменение условия меняет ответ на противоположный. Доказательства невозможности просты и, как правило, не требуют знания специальных методов. Цель занятия – научить чувствовать границы между возможным и невозможным, и обосновывать невозможность. 

3.4. а) В коробке есть карандаши разной длины, и есть карандаши разного цвета. Всегда ли среди них найдутся два карандаша, отличающиеся и по цвету, и по длине?
б) В магазин привезли платья трех цветов и трех фасонов. Всегда ли можно выбрать для витрины 3 платья, чтобы были представлены все цвета и все фасоны?

Замечание. Обратите внимание, что при вопросе «Всегда ли...?» пример приходится придумывать при ответе «Нет».

Задачи для самостоятельного решения

3.11. Можно ли в квадрат со стороной 1 поместить несколько неперекрывающихся квадратов 
а) с суммой периметров 100; 
б) с суммой площадей 100?

Можно также использовать задачи 1.9, 1.11, 1.12, 2.1, 2.4, 2.13, 2.14, 4.9, 4.11, 5.9, 5.10, 5.11, Д6, Д9, Д10, Д12, Д13, Д16, Д19, Д21–Д29, 
Д33–Д40, Д45, Д49, Д51

Занятие 4. Повторяемость

Эх раз, ещё раз, ещё много-много раз,
Лучше 40 раз по разу, чем ни разу 40 раз.

Часто конструкция должна состоять из большого числа деталей. Как тут не запутаться? 
При наличии выбора проще брать детали одинаковыми. Так, дом легче строить из одинаковых кирпичей, а не из разных камней. Если все детали одинаковыми быть не могут, пусть одинаковых будет как можно больше (см. 2.3, 4.1). Можно ещё выбрать два вида деталей и посчитать, сколько нужно тех и других (см. 4.2).

Ну, а  если детали «для сборки» заданы, и они разные? Тогда стоит попытаться объединить эти части в одинаковые блоки, и строить из блоков (см.4.3). Вообще, идея строительства из удобных блоков встречается часто. Так, легче строить  дом из стенных панелей, чем из отдельных кирпичей.  В частности,  даже одинаковые детали бывает полезно объединять в блоки, если блоки устроены проще и из них легче составлять целое. Частный, но важный случай удобного блока – крупная клетка (см. 4.4). Блоки необходимы и тогда, когда последовательными действиями надо некоторое, сравнительно большое число приблизить к заданному (см.4.5). Обычно удаётся придумать группу действий  при выполнении которой результат на один шаг улучшается (хотя при этом промежуточные действия могут его временно портить). Нередко бывают нужны ещё вступление (дополнительные действия до начала повторяющейся группы) и заключение (действия по окончании последней повторяющейся группы) (см. 4.6). 

4.2. Разрежьте шахматную доску по границам клеток на 20 частей одинакового периметра.

Задачи для самостоятельного решения

4.12*. Расставьте 48 ладей на клетчатой доске 10×10 так, чтобы каждая била 2 или 4 пустые клетки.

Можно также использовать задачи 1.11, 2.4, 2.10, 2.14, 3.2, 3.3, 3.11, Д7, Д11, Д17, Д23, Д29–Д40

Занятие 5. Симметрии, сдвиги и повороты 

У тебя один ботинок черный, другой – белый. Сбегай домой, переобуйся.
- Я уже бегал, но дома тоже один чёрный, другой – белый.

При разбиении на равные части удобно использовать то, что равны части, получающиеся друг симметрией, сдвигом или поворотами (см. 5.1). Приём «Ищи там, где легче» рекомендует при работе с симметричными фигурами и позициями искать сначала симметричное решение (см. 2.2, 2.5, 2.7б, 2.8, 4.2, 4.7, 4.9а, 4.11, 4.12, 5.2). Такое решение заведомо есть, когда симметричные области между собой не связаны (например, в задаче 2.8 достаточно расставить половину слонов на белых полях, а потом симметрично отразить расстановку относительно средней линии). Разумеется, своего рода симметрия может возникать и в негеометрических задачах (см. 4.10).

Центрально-симметричная фигура или конструкция переходит в себя при повороте на 180(. Если же конструкция переходит в себя при повороте на меньший угол, то она «ещё более симметрична». Поворот тоже переводит равные фигуры в равные, но тут уже можно получить больше равных фигур. Так, квадрат переходит в себя при повороте на 90(, поэтому его часто разбивают на 4 части, переходящие в себя при таком повороте (см. 4.4, 5.3). Бывают конструкции, которые переходят в себя при повороте на 120( или на 60( (см. 5.6). 
Если несколько точек расположены на окружности и делят её на равные части , то поворот, переводящий точку в соседнюю, тоже переводит конструкцию в себя. При этом перейдут в себя и стороны, и диагонали, и многое другое. Идея «мысленно расположить объекты по кругу» применима и к негеометрическим объектам. 

5.3. Восемь бизнесменов купили большой квадратный остров со стороной 300 м, вокруг которого вдоль берега проложена узкая асфальтовая дорожка. Они хотят вырыть квадратный бассейн со стороной 20 м, а всю остальную территорию разделить на 8 одинаковых треугольных участков для строительства коттеджей. Как это можно сделать?

Задачи для самостоятельного решения

5.11. Можно ли в 16 клетках квадрата 5×5 провести по диагонали так, чтобы что никакие две нарисованные диагонали не имели общей точки (даже общего конца)?

Можно также использовать задачи 1.7, 1.8, 2.13, 4.3, 4.4, 4.7, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, Д4, Д7, Д14, Д17, Д20, Д21, Д26, Д27, Д32, Д36, Д41–Д51.

Дополнительные задачи

Д6. Шофёр Саша живёт в своём доме, в котором окон на 2 больше, чем дверей. Все братья Саши – Петя, Коля и Лёня – тоже живут каждый в своём доме. В доме Коли окон на 5 больше, чем дверей, а в доме Пети окон на 4 больше чем дверей. Может ли у всех братьев Лёни в домах в сумме окон быть в 4 раза больше, чем дверей?

Д9. На Луне имеют хождение монеты достоинством 1, 15 и 50 фертингов. Незнайка заплатил за покупку несколько монет, и получил на сдачу на одну монету больше. Могла ли покупка стоить а) 6 фертингов; б) 14 фертингов?

Д29*. Большая свеча сгорает за час и стоит 60 рублей, а маленькая сгорает за 11 минут и стоит 11 рублей. Можно ли отмерить минуту, затратив не более 
а) 300 рублей; б) 200 рублей;  в) 150 рублей?

Д50*. Дракон запер в пещере шестерых гномов и сказал: «У меня есть семь колпаков семи цветов радуги. Завтра утром я надену на каждого из вас по колпаку, а один колпак спрячу. После этого каждый втайне от других скажет мне цвет спрятанного колпака. Если угадают хотя бы трое, всех отпущу. Если меньше – съем на обед». Как гномам договориться действовать, чтобы спастись?

Авторы задач

Большинство использованных в книге задач давно и заслуженно стали математическим фольклором, или восходят к нему. Их обычно публикуют без указания авторов. Это, однако, не повод умалчивать об авторах, когда они известны. Проще всего узнать свои собственные задачи: 1.9, 1.10, 2.9, 2.10, 2.12, 2.13, 2.14, 4.1, 4.2, 4.7, 4.12, 5.2, 5.3, 5.5, 5.7, 5.8, 5.10, Д1, Д5, Д7, Д9, Д10, Д14, Д15, Д17, Д20, Д21, Д24, Д25, Д26, Д29, Д30, Д32, Д33, Д35, Д37, Д39, Д40, Д41, Д42, Д46, Д49, Д50, Д51. Других задач с известным автором немного, но зато почти все – жемчужины: Д. Ботин: 1.8; С.Г. Волченков: 4.11; Р.Г. Женодаров: Д36; А.Я. Канель-Белов: 3.4, 5.4, Д22; О.Ф. Крижановский: Д36; Л.Э. Медников: Д29; И.С. Рубанов: 5.11; С.И. Токарев: 3.10; А.К. Толпыго: Д38. Спасибо этим авторам, а также тем неизвестным, кто сочинил фольклорные жемчужины! 

Раздаточный материал

Занятие 1. Как такое может быть?

Хороший вопрос  – это половина ответа.

Если на вопрос «Может ли?» вы подозреваете ответ «Может», то стоит спросить себя: «Как такое может быть?». Уточните вопрос: «Какими свойствами эта конструкция должна обладать?». И хоть в задании о свойствах не спрашивается, но дополнительное знание может сильно сузить круг поисков или осветить дорогу. Какие именно свойства искать – зависит от задачи. Тут помогает как математический кругозор, так и здравый смысл. В задачах на разрезание считают число сторон, площади, длины, углы. В задачах на делимость раскладывают на простые множители и считают остатки. 

Шерлок Холмс говорил «Я задаю себе вопросы и последовательно отбрасываю невозможные случаи. То, что останется, и будет правильным, каким бы невероятным это изначально не казалось». 

Задавайте себе вопросы на протяжении всего построения. Вы с удивлением увидите, как много конструкций окажутся логичными и единственно возможными.
1.1. Можно ли квадрат 4(4 без угловой клетки (см. рис.) разрезать на 3 равные части?

1.2. Расшифруйте ребусы (одинаковые буквы означают одинаковые цифры, разные – разные): 
Б + БЕЕЕ = МУУУ.

1.3. Арбуз разрезали на 4 части и съели. Осталось 5 корок. Как такое может быть, если корок никто не грыз?

1.4. Найдутся ли три натуральных числа, которые друг на друга не делятся, но каждое делит произведение двух других? 

1.5. Мюнхгаузен говорит: "Позавчера мне было 40 лет, а в следующем году мне исполнится 43". Могут ли его слова быть правдой?

1.6. Расставьте шашки на клетчатой доске 6×6 так, чтобы на всех горизонталях стояло разное число шашек, а на всех вертикалях – одинаковое.

Задачи для самостоятельного решения

1.7. В квадрате 4×4 отметили 10 клеток (см. рисунок). Разрежьте квадрат на 4 одинаковые по форме части так, чтобы они содержали соответственно 1, 2, 3 и 4 отмеченные клетки.

1.8. Среди четырех людей нет трех с одинаковым именем или с одинаковым отчеством, или с одинаковой фамилией, но у каждых двух совпадает или имя, или отчество, или фамилия. Может ли так быть?

1.9. Дата 21.02.2012 читается одинаково слева направо и справа налево. А будут ли после неё ещё такие даты в нашем столетии?

1.10. Придумайте способ разрезать квадрат на семиугольник и восьмиугольник так, чтобы для каждой стороны восьмиугольника нашлась равная ей сторона семиугольника.

1.11. В однокруговом турнире за победу давали 2 очка, за ничью 1 очко, за поражение 0 очков. Спартак одержал больше всех побед. Мог ли он набрать меньше всех очков?

1.12. Барон Мюнхгаузен каждый день ходил на охоту, а возвратившись, говорил: «Сегодня я добыл уток больше, чем позавчера, но меньше, чем неделю назад».
а) Могли ли его слова 7 дней подряд быть правдой?
б) Какое наибольшее число дней подряд эти слова могли быть правдой?










