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Предисловие

После того как турнир закончился, остаются списки победителей и воспоминания о приятных и забавных моментах. Но главное – это, конечно, задачи.

Здесь собраны все задачи математических боев и олимпиад турнира 2011 года, задачи «Математического квадрата», а также по 20 избранных задач трех предыдущих турниров – всего примерно 250 задач. Мы разделили их на игровые (задачи «Мат. квадрата») и основные (все остальные). Все игровые задачи – не новые, поэтому они выделены в отдельную главу и публикуются без указания автора. У основных задач автор, как правило, указан, а в тех редких случаях, когда он неизвестен, указан источник задачи или написано «Фольклор». Стоит отметить, что среди задач основных соревнований новые авторские задачи составляют свыше 80%. Для турниров математических боёв это беспрецедентно много. Традиция идет от самых первых турниров, где все 100% задач были новыми и авторскими – благодаря настойчивости их первого организатора С.И.Токарева. С ростом популярности турнира росло число лиг, задач требовалось больше, новизна всех задач стала нереальной. Впрочем, отступления от требования новизны допускаются почти исключительно в тех лигах, где школьники по разным причинам не обладают  широким кругозором по части олимпиадных задач.

Основных задач набралось чуть менее двух сотен. Читателю непросто сориентироваться в таком массиве, разбиение по вариантам и по хронологии тут мало помогает. Для удобства поиска и работы мы предпочли тематический порядок: разбили задачи на темы, снабженные подзаголовками, а темы сгруппировали в четыре раздела: логика, комбинаторика, арифметика/алгебра и геометрия. Далее пронумеровали задачи от 1 до 189 и для каждой указали, каким классам она подходит.  Как обычно, наиболее трудные задачи помечены одной или двумя звездочками. 

Названия тем являются одновременно как бы статьями рубрикатора. За подзаголовком темы следуют номера задач темы через тире (например, 7 – 12), а далее, через запятую, номера дополнительных задач. Эти задачи находятся в других темах или среди игровых, но тематически подходят. Три последние темы раздела «Комбинаторика» вообще не имеют «своих» задач, только списки дополнительных.

Игровые задачи упорядочены и расположены в соответствии с особенностями «Математического» квадрата. Они нумеровались кодами: например, код 8Ал4 означает 
8 класс, линейка «Алгебра», 4-я задача.

Все основные задачи снабжены полными решениями, вынесенными в отдельную главу. К некоторым задачам приведены два решения. Иногда после решения под заголовком «Идеология» приведены соображения, как такое решение можно придумать. Под заголовком «Ложный след» приводятся неправильные или неполные решения, которые школьники или неискушенные взрослые склонны считать правильными. Такие решения напечатаны другим шрифтом, после чего обычным шрифтом поясняются недостатки этих решений.

Все игровые задачи снабжены ответами, а также указаниями или краткими решениями.

Мы старались выбирать короткие и содержательные решения и излагать их так, чтобы они были доступны ученикам соответствующего класса – и по материалу, и по идеям. Иногда ради этого приходилось жертвовать краткостью. В других случаях мы приводили два решения: скажем, более длинное – для семиклассников, затем более короткое – для восьмиклассников.

Для желающих узнать состав вариантов, подборки задач по годам и по авторам созданы соответствующие списки номеров в рубрикаторе. При этом в списках для олимпиад порядок в списке соответствует порядку на олимпиаде, а в остальных списках номера идут в порядке возрастания.

Тексты условий задач в данной брошюре могут несколько отличаться от тех вариантов, которые давались во время турнира. Исправления делались для единообразия формулировок и устранения двусмысленностей и языковых шероховатостей. Подавляющее большинство решений брошюры написано на основе решений методической комиссии и авторов задач, за что мы им очень благодарны. Мы, однако, несем ответственность за все ошибки и опечатки этой книги.

Турнир 2011 года

17-й летний турнир имени А.П.Савина прошел в традиционное время и в традиционном месте: с 26 июня по 2 июля 2011 года на базе «Берендеевы Поляны». В нем участвовали 32 команды 6-8 классов, в основном из Москвы, а также из Санкт-Петербурга, Костромы, Черноголовки, Омска, Ульяновска и Ярославля. Организаторы турнира – Г.В. Кондаков и образовательная программа «Большая перемена».

График турнира в этом году тоже был традиционным, позволяющим сочетать соревнование и отдых. У детей оставалось достаточно свободного времени для футбола, волейбола и интеллектуальных игр, общения между собой и просмотра фильмов.
Как обычно, вечером в день заезда команды размялись игрой «Математический квадрат». Удачные правила игры позволяют сохранять интригу до конца и благоприятствуют хорошо организованным командам. Сразу же обратила на себя внимание команда из Ульяновска, победившая среди 7 классов с огромным отрывом в 170 очков. У 6 классов победила одна из команд Малого МехМата, у 8 классов – команда Омска.

На следующий день прошла командная олимпиада для разделения участников на лиги. В отличие от большинства подобных турниров, олимпиада была устной. Каждый школьник мог рассказывать не более двух задач. Наш опыт показывает, что результаты такой олимпиады в большей степени коррелируют с при этом экономятся силы команд и жюри. Невозможность подсчитать результаты с точностью до очка почти не мешает: единоличного победителя определять не надо, а для команд на границе лиг вопрос «кому куда» чаще всего решается по взаимному желанию.

В итоге 8 класс разбился на высшую лигу из 8 команд и первую из 4 команд. В 
7 классе и в высшую, и в первую лигу вошли по 4 команды, в 6 классе – высшая лига составилась из 8 команд, а оставшиеся 4 команды образовали лигу 6-7 классов. Вообще, наш опыт показал, что смешанную лигу лучше собирать из команд с низкими результатами на олимпиаде: для них разница в год обучения менее существенна. 

Дальнейший график для школьников был такой: два дня боёв, на следующий день личная устная олимпиада и полдня – выходной, а потом еще два дня боёв. 

Расскажем сначала об олимпиаде. В этом году она, как обычно, проводилась в две смены: до обеда у шестиклассников, после обеда – две олимпиады – у 7- и у 8-классников. В отличие от школьников, которые в свободные полдня ездили на экскурсии, жюри трудилось полный день. Зато не было проблем с квалифицированными принимающими. Правила личной устной олимпиады см. в соответствующем разделе, они отличаются от правил с «довыводом и выводом». Результаты были достаточно высокими: во всех классах победитель решил не менее 8 задач. Видимо, помогло и то, что в середине турнира школьники еще не успели устать.

В 8 классе лучше всех выступил Андрей Волгин – жюри решило дать ему «гран-при». Дипломы I степени получили Юлия Зайцева и Максим Гришкин (школа 179, Москва), Андрей Гаркавый (школа 218, Москва), Дмитрий Аникеев (Омск) и Дарья Лебедева (Фрактал, Санкт-Петербург). У семиклассников «гран-при» получил Александр Зимин (Ульяновск), а единственный диплом I степени – Фёдор Селянин (школа 2007, Москва). В 6 классе было двое лучших: «гран-при I» получила Дарья Николаева (Квантик, Москва), а «гран-при II» – Семён Петров (Ярославль). Дипломы I степени получили москвичи Тимур Петров (гимназия 1514), Анатолий Каламбет (гимназия 1543), Кирилл Коваленко (ДНТТМ), Евгений Гаранин (Квантик), а также Ангелина Торшина из Магнитогорска. Всего призерами личной олимпиады стали 95 школьников.

В самом главном соревновании – турнире матбоев – интрига в больших лигах сохранялась до финальных боев последнего дня. В лиге 8 классов в финале сразились москвичи: команды школ 1543 (кап. А.Волгин) и 218 (кап. А.Зерцалов). Победила 1543: решающим оказался выход Волгина на задачу 52. В лиге 6 классов победила команда Магнитогорска (кап. А. Торшина). А вот в высшей лиге 7 класса интриги не получилось: яркая команда Ульяновска (кап. А.Зимин) разгромила всех соперников. Точно так же победила всех в первой лиге 8 классов команда московской школы 179 (кап. И.Дмитриев). Жюри, естественно, устроило в последний день товарищеский бой между этими командами. Бой закончился вничью, но все, кто там был, долго его не забудут  (подробнее см. историю «Поворот все вдруг!» в главе «Курьезы на турнирах»)

Вот полный список призеров турнира боев.

Лига 6 классов

Диплом I степени: Магнитогорск (кап. А. Торшина, рук. А.В. Христева)

Дипломы II степени: Гимназия 1514, Москва (кап. В. Понуров, рук. Л.О. Бычкова) и Квантик (кап. Д. Николаева, рук. И.А. Николаева).

Дипломы III степени: Гимназия 1543, Москва (кап. И. Спиридонов, рук. Ю.В. Паньковская) и Сборная Москва-ДНТТМ (кап. Г. Бачкала, рук. Т.П. Зорина)

Лига 6-7 классов

Диплом I степени: Гимназия 1543, Москва (кап. Д. Харитонов, рук. Ю.В. Паньковская)

Диплом II степени: Ярославль (кап. А. Бакалдин, рук. И.Е. Преображенский)

Высшая лига 7 классов

Диплом I степени: Ульяновск (кап. А.Зимин, рук. Л.М. Самойлов)

Диплом II степени: Школа 179, Москва (кап. В. Румянцев, рук. Г.А. Кузнецов)

Первая лига 7 классов

Дипломы I степени: Сборная Кострома-ДНТТМ (кап. Д. Неверов, рук. Э.А. Акопян) и Лицей 30, Санкт-Петербург (кап. С. Петров, рук. А.В. Садовников).

Высшая лига 8 классов

Диплом I степени: Гимназия 1543, Москва (кап. А. Волгин, рук. А.В. Спивак)

Дипломы II степени: Школа 218, Москва (кап. А. Зерцалов, рук. Ю.А. Блинков) и Kostroma Open 8 (кап. И. Петренко, рук. Д.А. Калинин).

Дипломы III степени: Гимназия 1514, Москва (кап. И. Брауде-Золотарёв, рук. Н.В. Якунина) и Омск (кап. Д. Аникеев, рук. А.А. Чемеркин)  
 Первая лига 8 классов

Диплом I степени: Школа 179, Москва (кап. И. Дмитриев, рук. А.Ю. Юрков)
Диплом II степени: Гимназия 1543, Москва (кап. Д. Дмитриев, рук. А.В. Хачатурян)

Книги и другие призы для победителей предоставили компании «Яндекс», «ABBYY» и фонд математического образования и просвещения (директор — С.И. Комаров).

Организацией соревнований и их судейством занималось жюри под руководством Александра Давидовича Блинкова. Костяк жюри составляла методическая комиссия: А.В.Шаповалов (председатель), Э.А. Акопян, А.Д. Блинков, Ю.А. Блинков, Е.С. Горская, А.В. Грибалко, Д.А. Калинин, Н.Т. Мартынова, Д.В. Прокопенко, И.В. Раскина, А.В. Хачатурян, Е.А. Чернышева, Д.В. Швецов, А.Ю. Юрков, В. Арутюнов, Г. Жуков, С. Тихомиров. По традиции, судить соревнования помогали также почти все руководители команд.

Методическая комиссия, кроме судейства, занималась отбором задач и составлением вариантов и не жалела сил, чтобы порадовать школьников интересными задачами. По традиции, идущей еще от первых турниров, большинство задач турнира были новыми, и многие авторы задач работали в методической комиссии и жюри турнира. Из авторов, не присутствующих на турнире, отметим тех, кто прислал много хороших задач: это Б.Р. Френкин, А.А.Заславский, В.М.Гуровиц.
Основные задачи

Логические задачи

1 – 9, а также 6Л1, 6Л2, 6Л3, 6Л4, 73
1. (6) Мальчик по четвергам и пятницам всегда говорит правду, а по вторникам всегда лжет. Однажды его 7 дней подряд спрашивали, как его зовут. Шесть первых дней он давал такие ответы: Андрей, Борис, Андрей, Борис, Виктор, Борис. Какой ответ он дал на седьмой день? (И. Рубанов, Уральский турнир)

2. (6) «В этой фразе доля цифр X составляет …/…, доля цифр Y – …/…, а на долю остальных использованных цифр остается …/… .». Вставьте разные цифры вместо X и Y и числа вместо многоточий так, чтобы утверждение было верным. (А. Шаповалов)

3. (7-8) На острове живут рыцари и лжецы, всего 100 человек. Каждого из них спросили: «Сколько рыцарей среди твоих друзей на этом острове?» Среди ответов каждое число от 0 до 99 встретилось ровно по одному разу. Сколько на этом острове рыцарей? (Рыцари всегда говорят правду, а лжецы всегда лгут). (А. Шаповалов)

4. (6-8) По кругу стоят лжецы и рыцари, всего 100 человек. В первый раз каждого спросили: «Верно ли, что твой сосед справа – лжец?». Двое ответили: «Да», остальные – «Нет». Во второй раз каждого спросили: «Верно ли, что твой сосед слева через одного – лжец?». И снова двое ответили: «Да», остальные – «Нет». В третий раз спросили: «Верно ли, что стоящий напротив тебя – лжец?». Сколько человек на этот раз ответят «да»? (А. Шаповалов)

5. (6-7) За круглым столом сидят 30 учеников, некоторые из которых всегда говорят правду, а остальные всегда лгут. Известно, что среди двух соседей каждого лжеца есть ровно один лжец. При опросе 12 учеников сказали, что ровно один из их соседей – лжец, а остальные сказали, что оба их соседа – лжецы. Сколько лжецов сидит за столом? (9-й Уральский турнир)

6. (6-7) В классе учатся рыцари и лжецы, всего 25 учеников. Первый сказал: «Среди моих друзей-одноклассников рыцарей на 1 больше, чем лжецов». «Второй сказал: «Среди моих друзей-одноклассников рыцарей на 2 больше, чем лжецов». И так далее, вплоть до двадцать пятого ученика, который сказал: «Среди моих друзей-одноклассников рыцарей на 25 больше, чем лжецов». Сколько лжецов учится в этом классе? (А. Шаповалов)

7. (6-7) По кругу стоят 2011 аборигенов – рыцари и лжецы (обязательно есть и те, и другие). Каждого из них спросили: «Верно ли, что среди двух твоих соседей четное количество лжецов?». Могло ли так случиться, что каждый из них ответил: «Да»? (Фольклор)

8. (6-7) Пять мудрецов играют в мафию. Среди них два мафиози, два мирных жителя и комиссар. Мафиози знают друг друга, комиссар знает всё, мирные жители изначально ничего про других игроков не знают. Мафиози могут говорить что угодно. Остальные говорят только то, в чем сами уверены. Состоялся разговор:

А: «Д – мирный житель».

Б: «Нет, Д – мафиози».

В: «Д не знает, кто я».

Г: «Д знает, кто я».

Д: «Б – мафиози».

Определите роли всех тех игроков, для кого это возможно. (И. Раскина)

9. (6-8) Трем математикам нарисовали на лбу по прямоугольнику (с указанием размеров) и сообщили, что из этих трех прямоугольников можно сложить квадрат. Каждый математик не видит, что нарисовано у него на лбу, но видит лбы двух других. Первый сказал, что не может определить размеры прямоугольника у себя на лбу. Затем то же самое сказал второй математик. Найдите отношение сторон прямоугольника на лбу третьего математика. (А. Шаповалов)

Комбинаторные задачи
Классическая комбинаторика

10, а также 6K1, 7К3, 7КГ1, 8Ар1, 8К1, 8К2, 8К4.
[image: image14.png]


10. (7-9) В клетчатом квадрате n×n стерли все клетки выше главной диагонали, идущей из левого верхнего в правый нижний угол. В каждую клетку оставшейся «лесенки» записывают 0 или 1, при этом, если в какой-то клетке написана единица, то и в соседних с ней по стороне слева и сверху также должна стоять единица. Сколькими способами это можно сделать? (Е. Горская)

Дискретная непрерывность

11 – 12

11. (7-8) В строке шестизначных чисел первое число 123456, последнее 654321. Соседние числа отличаются на 1 или на 1000. Ни одно число не делится на 1000. Докажите, что хотя бы одно число делится на 13. (А. Шаповалов)

12. а) (6-7) Натуральные числа от 1 до 2011 покрашены в два цвета. Числа 1 и 2011 – красные, 11 и 20 – синие. Докажите, что можно выбрать пару красных и пару синих чисел с одинаковыми суммами. (Фольклор)

б) (6-8) Натуральные числа от 1 до 2011 покрашены в красный и синий цвета. Есть пара красных и пара синих чисел с одинаковыми произведениями. Докажите, что можно выбрать пару красных и пару синих чисел с одинаковыми суммами. (А. Шаповалов)

Подсчет двумя способами
13 – 17

13. (6-7) 2010 шариков раскрасили в 7 цветов радуги. На каждом шаре написали общее количество шаров такого же цвета, как и этот. Чему может быть равна сумма чисел, обратных написанным? (Г. Гальперин)

14. (6-7) Для каждого натурального числа, начиная с 1, подсчитали количество жителей Судиславля, возраст которых не меньше этого числа. Полученные результаты сложили. Докажите, что итог равен сумме возрастов жителей Судиславля. (Фольклор)

15. (7-8) Всех участников турнира два раза разбивали на команды: первый раз для игры в «Абаку», второй – в «Завалинку». Размеры команд в каждой игре не обязательно одинаковы, но в каждой команде есть хотя бы один участник. Оказалось, что каждый участник играл в «Завалинку» в не меньшей по численности команде, чем в «Абаку». Докажите, что в «Абаку» играло не меньше команд, чем в «Завалинку». (Фольклор)

16. (8) В классе 32 человека. Каждый из них назвал два числа: количество его одноклассников с таким же ростом, но другим весом и количество его одноклассников с таким же весом, но другим ростом. Среди названных чисел встретились все числа от 0 до 10. Докажите, что в этом классе можно выбрать двух человек с одинаковым ростом и одинаковым весом. (К. Матвеев, А. Шаповалов)
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17. (7-8) В квадрат размером 4(4 положили одинаковые фигурки пентамино (см. рис.). Может ли каждая клетка квадрата быть покрыта одно и то же количество раз? (М. Артемьев)

Примеры и оценки

18 – 36, а также 6Д2, 6Д3, 6Д4, 6К2, 6К4, 7К1, 7К4, 7К5, 7Ц2, 7КГ3, 7КГ5, 8Ар5, 8К3, 8Т1, 8Т3, 8Т5, 45, 46, 47, 48, 55, 56, 86, 88, 101, 130, 132, 141, 144, 145, 155, 156.
18. (6-7) 17 школьников сдавали тест. Каждый из них набрал целое число баллов, у всех разное. Каждый школьник набрал меньше, чем любые два в сумме. Могло ли случиться так, что Петя набрал 15 баллов? (Б. Френкин)

19. (6-8) Барон Мюнхгаузен утверждает: он, мол, может для некоторого N так переставить числа 1, 2, …, N в другом порядке и затем выписать их все подряд без пробелов, что в результате получится многозначное число-палиндром (оно читается одинаково слева направо и справа налево). Не хвастает ли барон? (А. Шаповалов)
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20. (6-7) Кубик Яндекса – куб 2×2×2 – висит на ветке около домика 10 в Берендеевых Полянах. На каждом квадратике поселилось по одному пауку. Каждый паук либо всегда правдив, либо постоянно лжет. При этом каждый возмутился: «У меня есть сосед-лжец!» Соседями считаются пауки, живущие в клетках, имеющих общую сторону. Какое наибольшее число пауков-лгунов могло жить на Кубике Яндекса? (Д. Калинин)

21. (6-8) Назовем набор шариков радующим глаз, если в нем есть шарики трех или более цветов. Имеется 100 шариков. Известно, что как ни раскладывай их на 25 наборов по 4 шарика, хотя бы один из наборов будет радовать глаз. Каково наименьшее количество цветов у этих 100 шариков? (Н. Чернятьев)

22. (7-8) У Саши есть 27 кусков сыра весом 100, 200, 300, …, 2700 граммов. Он очень хочет разложить весь сыр на кучки так, чтобы в каждой кучке был кусок, весящий столько же, сколько и все остальные куски в этой кучке вместе. Сколько кучек у него может получиться? (А. Грибалко)

23. (6-7) В игре «Что? Где? Когда?» участвовали 20 команд. Каждая письменно ответила на несколько вопросов. Ответ на каждый вопрос сдавался на отдельной карточке. Ровно 10 команд сдали верные ответы не более чем на 5 вопросов, при этом их карточки с верными ответами составили более 30% от всех карточек с верными ответами. Можно ли утверждать, что найдутся три команды, которые дали поровну верных ответов? (Д. Калинин)

24. (6-8) Клетки квадрата 6×6 раскрасили в 9 цветов. Каждым цветом окрашены четыре клетки, центры которых являются вершинами прямоугольника со сторонами, параллельными краям квадрата. Могут ли периметры всех этих прямоугольников быть различными? (А. Грибалко)

25. (6-8) В летней школе мальчики и девочки живут в 2- и 3-местных номерах (как мальчики, так и девочки занимают много и 2-, и 3-местных номеров). Свободных мест нет. Посреди смены уехал один мальчик, живший в 3-местном номере, а приехала новая девочка. Какое наименьшее количество школьников придется переселить, чтобы поселить девочку в 2-местный номер? (В. Гуровиц)

26. (6-8) На какое наибольшее число кучек можно разложить гири весами 1, 2, 3, …, 
16 г так, чтобы кучки нельзя было разделить на две группы равного веса? (А. Шаповалов)

27. (6-7) В первый раз на танцевальный кружок пришли 14 мальчиков и 14 девочек. Их разбили на пары по росту: самый высокий мальчик с самой высокой девочкой, второй по росту – со второй по росту и так далее. В каждой паре девочка оказалась выше мальчика. В следующий раз добавились одна девочка и один мальчик. Когда их всех опять разбили на пары по росту, в каждой паре мальчик оказался выше девочки. Для шуточного танца самого высокого мальчика поставили в пару с самой низкой девочкой, второго по росту – с предпоследней по росту и так далее. В скольких парах теперь мальчик выше девочки? (А. Шаповалов)

28. (7-8) На шахматной доске отметили 12 клеток. Докажите, что среди отрезков, соединяющих центры отмеченных клеток, найдутся три одинаковых. (А. Грибалко)

29. а) (6-7) Из 40 спичек выложена доска 4×4 так, что каждую клетку ограничивают четыре спички. Как убрать 11 спичек так, чтобы оставшиеся не ограничивали никакого прямоугольника?

б) (7-8) Из спичек выложена доска 8×8 так, что каждую клетку ограничивают четыре спички. Какое наименьшее число спичек можно убрать, чтобы после этого не осталось ни одного контура прямоугольника? (Д. Калинин)

30. (7-8) В клетках таблицы 11(11 написаны все натуральные числа от 1 до 121, причем 1 стоит в левом нижнем углу, а число 121 – в правом верхнем. Оказалось, что любые два числа, отличающиеся на 1, стоят в соседних по стороне клетках. Какова наибольшая возможная разность между числами в соседних клетках? (Б. Френкин)

31. (6-7) Какое наибольшее количество натуральных чисел от 1 до 100 можно взять, чтобы произведение любых 11 из них было кратно 6? (Д. Калинин)

32. (6-7) На свободные поля шахматной доски по одной выставляются ладьи. Выставляемая ладья должна побить четное число пустых клеток в момент выставления на доску. Каково наибольшее возможное число ладей? (А. Шаповалов)
33. (7-8) На шахматную доску по одному выставляются слоны. Первого можно выставить произвольно, а каждый следующий должен в момент выставления побить нечетное число слонов. Какое наибольшее количество слонов может быть выставлено? (Слоны бьют друг друга, если они стоят на одной диагонали и между ними нет других слонов). (А. Шаповалов)

34. а) (6-7) Клетчатую квадратную рамку 17×17 (с дыркой 15×15) разрезали по границам клеток на несколько частей и сложили из них квадрат 8×8. Каково наименьшее количество частей?

б) (7-8) Клетчатый квадрат 2k(2k разрезали по границам клеток на несколько частей и сложили из них квадратную рамку толщиной в одну клетку. Каково наименьшее число частей? (А. Шаповалов)
35. (7-9) Есть 2n человек: n болеют за «Спартак» и n – за «Динамо». Разрешается спросить у любых двоих, болеют ли они за разные команды, и они честно ответят «Да» или «Нет». Требуется посадить болельщиков в два автобуса так, чтобы в каждом были болельщики только одной команды. За какое минимальное количество вопросов это наверняка можно сделать? (И. Раскина)

36. (8) На столе лежат 10 кусков сыра. Петя съедает самый маленький (по весу) кусок. Затем он режет один из оставшихся на столе кусков на две части и снова съедает самый маленький из получившихся 10 кусков. Эти действия – разрезание и съедение куска – Петя повторяет, пока не съест 9 кусков. Докажите, что Петя съест не более половины сыра (по весу). (А. Шаповалов)

Взвешивания

37 – 41

37. (6-7) Есть 100 гирек массами 1 г, 2 г, ..., 100 г. Заяц положил на одну чашу весов две гирьки. Волк хотел двумя другими гирьками уравновесить их, но не смог. Какие гирьки мог взять Заяц? (А.Шаповалов)

38. (6-7) Есть одна золотая, 3 серебряных и 5 бронзовых медалей. Известно, что одна из них фальшивая: легче настоящей. Настоящие медали из одного металла весят одинаково (а из разных – не одинаково). Как за два взвешивания на чашечных весах без гирь найти фальшивую медаль? (А. Шаповалов)

39. (6-8) Есть 63 одинаковых с виду монеты, из них одна фальшивая, легче настоящей. Есть чашечные весы без гирь, у которых правая чаша вымазана краской. Как за 5 взвешиваний выявить фальшивую монету, если монеты, побывавшие на правой чаше, нельзя после этого класть на левую? (А. Шаповалов)

40. (6-8) Было восемь гирек с весами 1 г, 2 г, ..., 8 г. Одна из них потерялась, а остальные выложили в ряд по возрастанию веса. Есть электронные весы с лампочкой, которые проверяют только, есть равновесие на двух чашах весов или его нет. Как за три взвешивания определить, какая именно гирька потерялась? (А. Шаповалов, по мотивам)

41. (6-9) В кассе купца Калашникова впервые за долгое время появились деньги – 27 монет: 9 копеек, 9 «двушек» и 9 «пятаков». Стало известно, что одна из них – фальшивая, легче настоящей (а настоящие весят соответственно 1, 2, и 5 г). Разгневанные работники требуют немедленной выдачи зарплаты, причем настоящими монетами. У приказчика есть чашечные весы без гирь. Как только становится ясно, что какие-либо монеты – настоящие, они выплачиваются работникам и, естественно, в дальнейших взвешиваниях не участвуют. Сможет ли приказчик наверняка выявить фальшивую монету за три взвешивания? (А. Шаповалов)

Турниры

42 – 48, а также 8Т1, 8Т2, 8Т3, 8Т4, 8Т5

42. (6-8) а) В групповом турнире чемпионата по футболу участвовали 4 команды. «Чистое» второе место заняла команда, набравшая 3 очка. Восстановите результаты всех матчей.

б) В однокруговом футбольном турнире участвовало n команд. При каких n «чистое» второе место могла занять команда, набравшая n – 1 очко?

(«Чистое» второе место означает, что больше нет команд, набравших столько же очков, и есть ровно одна команда, набравшая больше очков; выигрыш – 3 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0.) (А. Блинков)

43. (6-8) В однокруговом волейбольном турнире участвовали 14 команд. Интересной назовем команду, выигравшую нечетное число матчей, а особенной – команду, выигравшую нечетное число матчей у интересных. Докажите, что число особенных команд четно. (С. Токарев)

44. (6-7) Несколько футбольных команд сыграли турнир в один круг. За победу команда получала 3 очка, за ничью – 1, за проигрыш – 0. После окончания турнира одну из команд дисквалифицировали, а все очки, набранные в матчах с ней, аннулировали. Могла ли команда, сначала занимавшая чистое первое место, стать абсолютно последней? (А. Заславский)

45. (6-8) Петя составил расписание шахматного турнира для восьми человек (каждый играет с каждым, в каждом туре одновременно играются 4 партии). У какого наибольшего количества игроков цвета фигур от тура к туру могут строго чередоваться? (А. Шаповалов)

46. (6-8) В однокруговом турнире участвовали 12 шахматистов. Какое наименьшее количество дней может длиться этот турнир, если каждый его участник играет не более одной партии в день, и никакие две партии подряд не играет черными фигурами? (А. Грибалко, С. Токарев)

47. (7-8) Команды провели турнир по футболу в один круг (каждая сыграла с каждой один раз, победа – 3 очка, ничья – 1, поражение – 0). Оказалось, что у единоличного победителя количество побед меньше, чем количество поражений. Какое наименьшее количество команд могло участвовать в турнире? (А. Блинков, А. Заславский)

48. (6–8) В круговом футбольном турнире за победу команда получала 2 очка, за ничейный результат – 1 очко, за поражение – 0 очков. Количество очков, набранных в итоге командами, попарно различно. Какой наименьший разрыв мог получиться между первой и последней командами? В турнире участвовало
а) 10 команд
б) n команд. (А. Блинков)

Процессы

49 – 63, а также 7К2, 7Ц4, 39, 112
49. (6) На классной доске написали два числа: с левой стороны – 2011, а с правой – 1000. За один ход можно прибавить к числу, написанному с левой стороны, некоторое натуральное число, а число, написанное с правой стороны, умножить на то же самое число. Можно ли уравнять числа на разных сторонах доски, сделав не более 1000 ходов? (Олимпиада Кукина, 2011)

50. (6-7) Десять гномов вместе выпивают ведро молока за минуту. Каждый гном пьет молоко с некоторой постоянной скоростью, но скорости у разных гномов могут быть разные. Докажите, что если разлить молоко поровну в 10 бутылок, то гномы тоже смогут управиться с ним за минуту. (Из каждой бутылки в каждый момент может пить только один гном, но разрешается любое число раз обмениваться бутылками, обмен происходит мгновенно). (И. Рубанов, Уральский турнир)

51. (6-7) В 15-литровые ведра налито соответственно 1, 2, 3, 4 и 5 литров воды. Разрешается перелить из любого ведра в любое другое вдвое больше воды, чем в нем уже есть. Можно ли собрать всю воду в одном ведре? (26-й Уральский турнир)

52. (8-9) 100 монет достоинствами в 1, 2, 3, ..., 100 пиастра разложили в 76 кошельков (в каждом что-то есть). Разрешается объединять все деньги из любых двух кошельков в один. Докажите, что такими объединениями можно оставить только два непустых кошелька с равными суммами денег. (А. Шаповалов)
53. (6-7) На доске в ряд выписаны 10 натуральных чисел. За одну операцию разрешается увеличить на 1 любые три рядом стоящих числа. Всегда ли можно за несколько операций добиться, чтобы все числа делились на 4? (Колумбия-2004)

54. (6-8) В языке КОКОКОЛО 3 буквы: К, Л и О. Если в любом месте любого слова этого языка вставить или вычеркнуть любое из буквосочетаний ККО, ООЛ или ЛЛК, то смысл слова от этого не изменится. Одинаковы ли по смыслу слова КЛОК и КОЛОКОЛ? (А. Шаповалов)

55. (6-8) По кругу расположены 30 монет, чередуясь: три подряд орлом вверх, три подряд – решкой, три – орлом, три – решкой и т. д. Если у монеты две соседних лежат по-разному, ее можно перевернуть. Какое наибольшее число монет можно положить орлом вверх с помощью таких операций? (А. Шаповалов, Кубок Колмогорова)

56. (6-7) В каждую клетку клетчатого квадрата 5(5 вписан 0. За одну операцию можно выбрать любую клетку, посчитать количество различных чисел в соседних с ней по стороне клетках и заменить число в клетке на полученный результат. Какое наибольшее число четверок одновременно можно получить такими операциями? (М. Лимонов, А. Шаповалов)

57. (6-7) Куб 10×10×10 составлен из черных кубиков 1×1×1. Сережа красит всю поверхность куба в красный цвет. Затем Ваня забирает себе сколько хочет кубиков, у каждого из которых ровно три грани оказались красными. После этого Сережа снова красит всю поверхность в красный цвет, а Ваня затем забирает такие же кубики по тому же правилу, и т.д. Может ли Ваня в итоге забрать себе все кубики? (Д. Калинин, Э. Акопян)

58. (6-8) В кинотеатре 20 рядов по 25 мест в каждом, и все места заняты. Если зритель чихнет во время сеанса, то он должен отдать каждому из своих соседей по рублю. В начале у всех было одинаковое количество денег. Дима чихнул и расплатился. Какое наименьшее число раз должны еще чихнуть зрители, чтобы у всех снова стало поровну денег? (Соседями считаются сидящие спереди, сзади, слева и справа, у каждого зрителя может быть от двух до четырех соседей). (Д. Калинин)

59. (7) В каждой клетке таблицы 10×10 находится указатель, который может быть направлен вверх, вправо, вниз или влево. В начальной позиции один из них указывает вниз, а остальные – вверх. Разрешается одновременно поворачивать на 90 по часовой стрелке два указателя, находящиеся в соседних по стороне клетках. Докажите, что не удастся направить все указатели в одну сторону. (А. Грибалко)

60. (6-7) У пяти пиратов 200 золотых монет – у всех разное количество. Двое пиратов, если у них разное число монет, могут провести обмен: сложить в кучку все имеющиеся у них монеты и поделить её пополам между собой, если это возможно. Капитан утверждает, что пиратам удалось распределить монеты поровну между собой ровно за три обмена. Прав ли он? (Г. Кузнецов)

61. (6-8) Круг разбит на 25 секторов, пронумерованными в произвольном порядке числами от 1 до 25. В одном из секторов сидит кузнечик. Он прыгает по кругу, каждым своим прыжком перемещаясь по часовой стрелке на количество секторов, равное номеру текущего сектора. Докажите, что в некотором секторе кузнечик не побывает никогда. (А. Грибалко)

62. (6-8) а) В 10 кошельках лежали монеты. В каждом кошельке достоинства любых двух монет из этого кошелька отличались не более чем на 1 берендейку. Монеты смешали и положили в непрозрачный мешок. Саша про монеты заранее ничего не знает. Он вынимает по одной монете из мешка, смотрит на нее, кладет в одну из 19 имеющихся коробок, и потом эту монету уже не перекладывает. Докажите, что Саша может действовать так, чтобы в каждой коробке достоинства любых двух монет отличались не более чем на 1 берендейку.

б) (7-8) В 10 кошельках лежали монеты так, что веса любых двух монет из одного кошелька отличались не более чем на 1 г (веса монет могут быть нецелыми). Монеты смешали и положили в непрозрачный мешок. Саша про веса монет заранее ничего не знает. Он вынимает одну монету из мешка, взвешивает, затем кладет монету в одну из имеющихся 20 коробок, вынимает следующую монету и т.д. (Положив монету в коробку, потом ее уже нельзя переложить.) Докажите, что Саша может действовать так, чтобы в каждой коробке веса любых двух монет отличались не более чем на 1 г.

в) Как (б), но коробок 19. (А.Шаповалов)

63*. (7-8) В ряд стоят несколько стаканов – вниз или вверх дном. За одну операцию разрешается выбрать стакан вверх дном и перевернуть его соседей (двух – если стакан не крайний, одного – если крайний; выбранный стакан не переворачивается). Докажите, что такими операциями можно из любого расположения стаканов получить симметричное ему (то есть такое же, но справа налево). (А. Лебедев, А. Шаповалов)

Игры

64 – 74, а также 87, 123, 125
64. (6-7) Коля и Толя по очереди закрашивают по две клетки на полоске 1×2010. Коля хочет, чтобы расстояния между двумя отмеченными им за один ход клетками не повторялись. Сможет ли Толя ему помешать? (Н. Чернятьев)

65. (8-9) Петя и Вася по очереди ломают палку: сначала Петя – на две части (возможно, неравные), затем Вася – одну из получившихся частей на две, Петя – одну из трех частей на две, и так далее. Выигрывает тот, кто сможет после своего хода выбрать из всех имеющихся частей четыре палки, длины которых образуют арифметическую прогрессию. Как закончится игра при наилучших действиях сторон? (А. Шаповалов)

66. (6-7) Имеется клетчатая доска 9×9 и фишка. Двое играют в следующую игру: первый своим ходом ставит фишку в произвольное место доски, а потом передвигает её в одну из соседних по стороне клеток. Далее они по очереди передвигают фишку на одну из соседних клеток, при этом нельзя ставить фишку туда, где она уже была. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из игроков – первый или второй – может выиграть, как бы не играл противник? (Д. Калинин)

67. (7-8) Дан клетчатый квадрат размером 8(8. Петя и Вася ходят по очереди. Первым ходом Петя разрезает квадрат по прямой линии сетки на два меньших прямоугольника. Каждый последующий ход аналогичен: выбирается один из уже имеющихся прямоугольников и разрезается по прямой линии сетки на два меньших прямоугольника. Выигрывает тот, кто после своего хода сможет сложить из всех частей прямоугольник размером 2(32. Кто из игроков может выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)

[image: image17.bmp]68. (6-8) Бесконечная клетчатая доска – плоскость, разбитая на треугольники, как это показано на рисунке. Двое играют в «крестики-нолики». Выигрывает тот, кто поставит четыре своих знака в ряд (см. рисунок). Если игра не заканчивается в течение 2011 ходов, объявляется ничья.

а) Может ли игрок, сделавший первый ход, выиграть при любой игре соперника?

б) Каков результат при наилучшей игре сторон? (А. Банникова, Е. Пономарева) 

69. а) (6-7) На доске написаны числа от 1 до 30. Миша и Ваня ходят по очереди, начинает Миша. За один ход нужно заменить любые два числа на их произведение. Если одно из двух последних оставшихся на доске чисел делится на второе, то выигрывает Ваня, иначе – Миша. Кто из них может выиграть, как бы ни играл соперник?

б) (6-8) На доске написаны числа от 1 до 102. Миша и Ваня ходят по очереди, начинает Миша. За один ход нужно заменить любые два числа на их сумму. Если одно из двух последних оставшихся на доске чисел делится на второе, то выигрывает Ваня, иначе – Миша. Кто из них может выиграть, как бы ни играл соперник? (Н. Чернятьев)

70. (7-9) На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 1001. Петя и Вася по очереди стирают по одному числу, пока на доске не останется только два числа (начинает Петя). Если одно из них делится на второе, побеждает Петя, если нет – Вася. Кто из них может выиграть, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)

71. (8) На доске записаны числа от 1 до 2011. Петя и Вася по очереди стирают по одному числу, пока не останутся два числа: p и q. Первым стирает Петя. Если хотя бы у одного из уравнений  x2 + px + q = 0  или  x2 + qx + p = 0  есть целый корень, то Петя выигрывает. Сможет ли Вася ему помешать? (А. Шаповалов)

72. (6-8) Есть 11 запечатанных коробок карандашей, в которых 10, 11, 12, ..., 20 карандашей (на каждой написано, сколько в ней). Петя и Вася берут себе по очереди по карандашу, пока не разберут все; начинает Петя. Каждый игрок в любой момент имеет право распечатать коробку, заплатив за это рубль сопернику. Кто и сколько рублей выиграет при наилучшей игре сторон? (А. Шаповалов)

73. (6-8) а) На доску выписаны через запятую числа 1, 2, 3, …, 100. Петя и Вася по очереди заменяют какую-нибудь запятую на + или ( (знак умножения). Первым это делает Петя. Если после замены всех запятых результат будет чётным, выигрывает Петя, иначе – Вася. Кто из них может выигрывать, как бы не играл соперник?

б) То же для чисел 1, 2, 3, …, 2009. (А. Шаповалов)

74. (7-9) Петя и Вася играют на шахматной доске в следующую игру. Каждым ходом игрок выбирает некоторую свободную клетку и проводит в ней обе диагонали – одну красным цветом, другую синим. Запрещается проводить диагональ так, чтобы она имела общий конец с уже проведенной диагональю такого же цвета. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Первым ходит Петя. Кто из них может выигрывать, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)

75. (6-8) Двум мудрецам – Петру и Василию – показали набор из 10 карточек с числами 1, 2, ..., 10, и выдали по карточке из набора с числами a (Петру) и b (Василию). Каждый знает только свое число. Мудрецы играют, по очереди называя вслух натуральные числа, при этом каждое должно быть больше предыдущего и заведомо (для называющего) делить НОК(a, b). Кто не может сделать ход, должен сдаться. Есть ли такая карточка, получив которую, Петр (он ходит первым) может быть уверен в выигрыше?

Пояснение. НОК(a, b) игрокам изначально неизвестен. Однако они понимают, в частности, что каждый делитель числа на их карточке делит и НОК. В дальнейшем они могут делать выводы из того, что назвал соперник. (А. Шаповалов)
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76*. (7-9) В системе коридоров, показанной на рисунке, расстояние между каждыми двумя соседними развилками одно и то же. По коридорам бегает мышка, максимальная скорость которой – 7 м/c. За мышкой согласованно охотятся две кошки, могущие развивать скорость до v м/c. Все животные в каждый момент знают месторасположение друг друга. При каком наименьшем значении v кошки могут (независимо от начальных положений) гарантированно поймать мышку? (С. Токарев)

Графы

77 – 78, а также 3, 35, 58
77. (7-8) Каждая дорога сети связывает два города (не заходя в другие), число дорог конечно, между каждыми двумя городами есть ровно один путь по дорогам (возможно, проходящий через другие города). Имеется ровно 20 тупиков (городов, из которых выходит ровно одна дорога). Маршрут автобуса проходит по кратчайшему пути между какими-то двумя городами, автобус ходит туда и обратно. Известно, что из любого города в любой другой можно доехать автобусами не более чем с одной пересадкой. Каково наименьшее число маршрутов (для любой такой сети)? (Б. Френкин)
78. (7-8) В стране 6 городов. Каждые два города соединены авиалинией одной из двух авиакомпаний. Обязательно ли существует замкнутый маршрут из четырех авиалиний одной авиакомпании? (В. Трушков)

Обратный ход
7А1, 7А2, 60
Непрерывная комбинаторика

В этих задачах возникают комбинации из конечного числа объектов, но сами объекты выбираются из бесконечного набора, заданного непрерывным параметром или параметрами.

7К4, 36, 62, 65, 76, 119, 120, 127
Принцип крайнего

8К5, 27, 37, 116, 117
Арифметика и алгебра

Ребусы

79 – 81, а также 2

79. (6-7)  КОЕ – ЧТО = 857.  На сколько  КТО – ТО  больше, чем  КОЕ – КТО?  (А. Хачатурян)

80. (6-7) Решите ребус:  КВАНТ + КВАНТ = ТУРНИР.  (Э. Акопян)

81. (6-7) У Артура есть двое часов, идущих неправильно. Каждые показывают время четырьмя цифрами: часы (от 00 до 23) и минуты (от 00 до 59). В некоторый момент Артур обнаружил, что на часах горят 8 различных цифр. Какой может быть наибольшая сумма этих восьми цифр? (В. Гуровиц)

Простая арифметика

82 – 83, а также 6A1, 6A2, 6A3, 6Д1, 6К3

82. (6-7) Робин-Бобин Барабек ограбил 40 человек. Каждый раз (не исключая последнего) он действовал по такой схеме: отбирал у очередной жертвы 6 пончиков, затем делил все имеющиеся к этому моменту пончики на равные кучки и одну из кучек съедал. Известно, что, ограбив последнего, он разделил пончики на 6 кучек, а в съеденной им кучке оказалось 6 пончиков. Сколько всего пончиков съел Робин, если до начала серии ограблений пончиков у него не было? (А. Шаповалов)

83. (6) Раньше у школы проходили два автобусных маршрута. Автобусы маршрута №1 ходили каждые 10 минут, а маршрута №2 – каждые 15 минут. Теперь здесь проходит только маршрут № 3, но общее количество автобусов за день такое же, как и раньше. Интервалы между рейсами весь день одинаковые. Чему они равны? (Б. Френкин)

Делимость и остатки

84 – 97, а также 7А3, 7Ц1, 7Ц4, 7Ц5, 7КГ2, 7КГ4, 8Ар1, 8Ар4, 8Ал2, 8Ал3, 8Т4,
7, 11, 31, 43, 51, 52, 53, 59, 61, 69, 70, 72, 73, 75, 99, 100, 101, 113, 115, 123

84. (6-7) В некотором году было больше вторников, чем понедельников, и больше сред, чем четвергов. Каким днём недели был последний день февраля? (Б. Френкин)

85. (6-7) Винни-Пуху подарили 40 конфет. Он съел, сколько влезло, а остальными хотел угостить поровну трёх гостей. Но тут пришел четвертый гость. Пришлось хозяину съесть еще 3 конфеты, чтобы количество оставшихся делилось на 4. Когда пришел пятый гость, пришлось съесть еще 4 конфеты, чтобы количество оставшихся делилось на 5. И тут пришел шестой гость. Сколько конфет придется съесть на этот раз, чтобы оставшиеся поделить поровну на шестерых? (И. Раскина)

86. (6-7) Даны три попарно различных целых числа. Одно из них равно сумме двух остальных, а другое – произведению двух остальных. Какие это могут быть числа? (Б. Френкин)

87. (8) У Ёжика и Лисы есть кусочек сыра весом в целое число граммов. Они играют в шахматы. Если выигрывает Ёжик, то он съедает 4 грамма, если выигрывает Лиса, то она съедает четверть оставшегося сыра. После нескольких игр Лиса и Ёжик съели поровну сыра и одержали поровну побед. Сколько граммов сыра осталось? (Т. Голенищева-Кутузова, А. Хачатурян)

88. (7-8) Буратино взялся вскопать Поле Чудес. Лиса Алиса обещала каждый день выдавать ему простое число золотых монет. В первые два дня он может сам выбрать эти простые числа, а с третьего дня его заработок должен быть равен сумме позавчерашнего и удвоенного вчерашнего. Какое наибольшее число дней Буратино может рассчитывать на зарплату? (А. Грибалко)

89. (7) Сумма трех различных положительных нечетных чисел равна 89. Известно, что в каждой паре этих чисел одно из них делится на другое. Найдите эти числа. (А. Шаповалов)

90. а) (6-7) Петя задумал однозначное число. Вася может назвать свое число и спросить, чему равен наибольший общий делитель двух этих чисел. Может ли он подобрать такое число, чтобы по ответу наверняка узнать Петино число?

б) (6-7) Петя задумал однозначное число. Вася может назвать свое число и спросить, чему равен наибольший общий делитель двух этих чисел. Какое наименьшее число должен он назвать, чтобы по ответу наверняка узнать Петино число? 

в) (7-8) Петя задумал натуральное число  K ( 2011.  Вася может один раз выбрать число N и спросить, чему равен НОД(N, K). При каком наименьшем N он может по ответу наверняка узнать K?  (А. Шаповалов)

91. (8) Можно ли разбить все натуральные числа от 1 до 2009 на две группы так, чтобы сумма чисел в одной группе равнялась произведению чисел в другой группе? (А. Шаповалов)

92. (8) Известно, что a, b и c простые, не обязательно различные числа. Докажите, что число  
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  либо составное, либо оканчивается на 7. (Г. Жуков)

93. (7-8) Числа x, y положительные, не целые и различные. Среди четырех чисел  x + y,  x – y,  xy,  x/y  ровно три целых. Сколько четных среди этих трех чисел? (Б. Френкин)

94. (8) Найдите все такие натуральные числа a, b и c, что  a < b,  a + b = c  и  

a3 + b3 = c2.  (Б. Френкин)

95. (7-8) Можно ли все натуральные числа от 1 до 200 выписать по кругу так, чтобы для каждых двух соседних чисел хотя бы одно отличалось от другого на целое число процентов? (И. Акулич)

96. (8) Пусть ((n) – количество чисел от 1 до n, взаимно простых с n, a ((n) – количество делителей числа n. Найдите все такие n, что сумма ((n) и ((n) равна n. 
(Г. Жуков)

97*. (7-9) Натуральное число N равно произведению первых k простых чисел. Докажите, что любое натуральное число, меньшее N может быть представлено как сумма нескольких различных натуральных делителей N. (К. Матвеев)

Цифры

98 – 103, а также 6A4, 7К3, 7Ц3, 7Ц5, 8Ар3, 8Ар5

98. (6-7) У двух восьмизначных чисел произведения цифр положительны и равны. В каждом из чисел все цифры различны. Докажите, что у этих чисел равны и суммы цифр. (А. Шаповалов)

99. (7-8) Известно, что 
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 кратно 
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. Обязательно ли количество цифр первого числа делится на количество цифр второго? (Б. Френкин)

100. (6-8) Произведение двух последовательных натуральных чисел может оканчиваться на 1000. Например,  1000(1001 = 1001000  или

8999(9000 = 8999(9(1000 = ...1000.

а) Может ли произведение четырех последовательных натуральных чисел оканчиваться на 1000?

б) Может ли произведение шести последовательных натуральных чисел оканчиваться на 1000? (Д. Шноль)

101. (7-8) Найдите наименьшее натуральное число, записываемое одинаковыми цифрами и делящееся на 2009. (С. Токарев)

102. (7-8) В записи точного квадрата  а) ровно 100 цифр;  б) ровно миллион цифр.

Может ли четных и нечетных цифр быть поровну? (А. Шаповалов)

103. (7-9) В точном квадрате – более миллиона цифр. Каково наименьшее количество четных цифр? (А. Шаповалов)

Дроби

104 – 109, а также 13, 15

104. (6) Эники-Бэники ели вареники. Каждый съел меньше трети, но больше пятой части того, что съели остальные. Сколько было Эников-Бэников? (Фольклор)

105. (6-7) Девять голодных пионерок за час набирают корзину клубники и наедаются досыта. Сытые пионерки клубнику не едят, поэтому набирают корзину за час вшестером. Сколько голодных пионерок можно накормить досыта корзиной клубники? (И. Раскина)

106. (6-7) Было несколько бревен различной длины. Все бревна длины более 1 м распилили на метровые чурбаки, при этом от бревен дробной длины (в метрах) остались обрезки. Бревна, которые не пилили, тоже рассортировали на чурбаки и обрезки. Оказалось, что суммарная длина всех обрезков равна суммарной длине всех чурбаков. Каких бревен было больше – целой или дробной длины? (Б. Френкин)

107. (6-7) Даны две обыкновенные несократимые дроби. У первой сумма числителя и знаменателя равна 125, у второй такая сумма равна 200. Может ли сумма этих двух дробей быть равна 17/20? (А. Шаповалов)

108. (6-8) На доске написаны дроби 1/3, 1/5, 1/7, ..., 1/2011. Можно ли выбрать из них семь дробей так, чтобы сумма каких-то четырех из них равнялась сумме оставшихся трех? (А. Шаповалов)

109. (6-7) Положительное число округлили до ближайшего целого, и получили число, которое больше исходного на 28%. Чему могло быть равно исходное число? (А.Шаповалов)

Текстовые задачи
110 – 114, а также 7А4, 7А5

110. (6-7) Большая свеча сгорает за час и стоит 6 рублей, а маленькая сгорает за 11 минут и стоит 1 руб. 10 коп. Можно ли отмерить минуту, затратив не более 30 рублей? (Уральский турнир)

111. (6-7) Артём, в силу природной лени, обычно делает работу за 6 часов. Но если он выпьет квасу, то выполняет работу за 3 часа. Артём начал выполнять работу в полдень, но в какой-то момент ему принесли квас, поэтому он закончил работу за 4 часа. В котором часу Артёму принесли квас? (В. Трушков, И. Руденко)

112. (6-7) Из пунктов А и B навстречу друг другу одновременно выезжают велосипедисты Алёша и Боря с одинаковыми постоянными скоростями. Через некоторое время из пункта А в пункт B на автомобиле с постоянной скоростью выезжает Вася. Через 20 минут он догоняет Алёшу, еще через 20 минут встречает Борю, а еще через 25 минут приезжает в пункт B. Во сколько раз скорость автомобиля превышает скорость велосипедистов? (Б. Френкин)

113. (7-8) У троих братьев Антона, Бори и Васи дни рождения совпадают. Оказалось, что когда Антону исполнится N лет, сумма возрастов двух других братьев разделится на N без остатка. То же самое случится, когда N лет исполнится Боре. Докажите, что так же будет, когда N лет исполнится Васе. (А. Шаповалов)

114*. (7-9) Дорожки парка идут по периметрам двух квадратных газонов с одной общей стороной-дорожкой. По дорожкам гуляют с постоянными скоростями Холмс и Ватсон; каждый обходит свой газон против часовой стрелки. Скорость Холмса на 20% больше скорости Ватсона. Время от времени джентльмены встречаются на общей дорожке. Во второй раз они встретились через 10 минут после первого, а в третий – через 10 минут после второго. Через какое время они встретятся в 4-й раз? (А. Шаповалов)

Комбинаторная алгебра

115 – 117

115. (7-8) По кругу написано n > 2 попарно различных чисел, причём каждое равно произведению двух соседних с ним. Найдите все возможные значения n. (Б. Френкин)

116. (7-8) По кругу написаны числа, причём каждое равно разности следующего и предыдущего по часовой стрелке. Какие это могут быть числа? (Б. Френкин)

117. (7-8) На доске написаны в строку пять положительных чисел (не обязательно различных). Все их попарные суммы (10 чисел) выписаны во второй строке, а попарные произведения (тоже 10 чисел) – в третьей. Наборы чисел во второй и третьей строках одинаковы (каждое число встречается во второй строке столько же раз, сколько и в третьей). Какие числа могут стоять в первой строке? (Б. Френкин)

Алгебра

118 – 128, а также 8Ар2, 8К5, 8Ал1, 8Ал3, 8Ал5

118. (6-7) В ряд по возрастанию веса стоят 33 гири. Известно, что каждые четыре подряд стоящие гири можно разложить по две на чаши весов так, чтобы было равновесие.

а) Третья гиря весит 9 г, девятая – 33 г. Сколько весит 33-я гиря?

б) Первая гиря весит 4 г, четвертая – 11 г, одиннадцатая – 24 г. Сколько весит 24-я гиря? (А. Шаповалов)

119. (7-8) Три яблока вместе весят 300 г. Веса любых двух яблок отличаются не более чем вдвое. Докажите, что найдется пара яблок, чей вес лежит между 180 г и 225 г. (А. Шаповалов)

120. а) (6-7) Есть 4 яблока разных весов и чашечные весы без гирь. Можно ли найти яблоко, чей вес ближе всего к среднему весу всех яблок?

б) (7-8) Есть 5 яблок разных весов и чашечные весы без гирь. Всегда ли можно найти яблоко, чей вес ближе всего к среднему весу всех яблок? (А. Шаповалов)
121. а) (6-7) Существуют ли такие три различных числа, что одно из них равняется среднему арифметическому двух остальных, второе – сумме двух остальных, а третье – произведению двух остальных?

б) (7) Одно из трех чисел равняется среднему арифметическому двух остальных, второе – сумме двух остальных, а третье – произведению двух остальных. Найдите эти три числа. (А. Шаповалов)

122. (7-8) Для неотрицательных чисел a, b, c и d выполняются равенства:

a2 + b = b2 + c = c2 + d = d2 + a.

Верно ли, что  a = c?  (Б. Френкин)

123. (7-8) Найдите все пары натуральных чисел, для которых произведение на 250 больше полусуммы. (А. Шаповалов)

124. (6-7) Коля отметил на числовой прямой несколько точек красным цветом. Сумма координат всех красных точек равна 2111, причем у двух крайних сумма равна 200. Затем Саша отметил синим цветом середину каждого отрезка, соединяющего две соседние красные точки. Найдите сумму координат синих точек. (А. Шаповалов)

125. (8) Петя задумал приведенное квадратное уравнение с целыми корнями и сообщил об этом Васе. Вася задал Пете один вопрос и получил ответ. Этого Васе хватило, чтобы однозначно восстановить уравнение. Известно, что Вася задал один из вопросов «Чему равен коэффициент при x?» или «Чему равен свободный член?». Какое уравнение задумал Петя? (Б. Френкин)
126. (8) Уравнение  x2 + cx + c = 0  имеет целые корни (не обязательно различные). Найдите возможные значения c. (Б. Френкин)

127. (8) Петя написал на доске два корня и два младших коэффициента приведенного квадратного уравнения. Вася хочет определить роль каждого из чисел. Числа по модулю больше, чем 2011, и Вася, не имея калькулятора, не может выполнять над ними арифметических действий. Однако он видит знаки этих чисел и может сравнивать, какое из двух чисел больше по абсолютной величине. Роли скольких чисел Вася заведомо может определить? (Б. Френкин)

128. (8-9) Что больше,  m2 + 
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,  если m и n – натуральные числа,  m < n?  (Б. Френкин)

Алгебра в геометрии

129 – 1230, а также 8Ал4

129. (7-8) Три сталкера дошли до Каменной Аномалии. Оттуда к кладу ведет прямая тропа длиной 100 м. Сталкеры знают, что первый пошедший по тропе окаменеет в произвольном месте, такая же участь ждет и второго. Оба оживут в тот момент, когда третий будет идти по тропе и суммарное расстояние от него до двух окаменевших спутников будет в точности равно 100 м. Могут ли все сталкеры добраться до клада без риска окаменеть навсегда? (А. Блинков, И.Раскина)

130. (7-8) На координатной плоскости нарисованы 100 графиков функций вида 
у = ax + b.  Известно, что среди коэффициентов a и b каждое натуральное числа от 1 до 200 встретилось ровно один раз. На какое наименьшее количество частей эти графики могут разбить координатную плоскость? (А. Шаповалов)

Геометрия

Разрезания и развертки

131 – 151

131. (7-8) Можно ли разбить квадрат 12(12 на доминошки 1(2 так, чтобы каждая граничила по отрезку с нечетным числом других доминошек? (А. Шаповалов)

132. (6-8) Клетчатый квадрат 8×8 разрезали по границам клеток на три многоугольника одинакового периметра. Найдите наибольшее возможное значение этого периметра. (А. Шаповалов)

133. (6) Разрежьте квадрат 8×8 по границам клеток на 7 частей с равными периметрами. (А. Шаповалов)

134. (6-8) Петя разбил клетчатый квадрат 7×7 на прямоугольники по границам клеток, и раскрасил прямоугольники в три цвета так, что прямоугольники одного цвета не соприкасались даже углами. Какое наибольшее число прямоугольников могло быть у Пети? (А. Шаповалов)

135. (6) Можно ли поверхность куба оклеить без перекрытий пятнадцатью одинаковыми прямоугольниками? (Фольклор)

136. (6-7) Назовем кирпичом прямоугольный параллелепипед, у которого длина, ширина и высота различны. Можно ли поверхность какого-нибудь кирпича оклеить без перекрытий пятью бумажными квадратами? (Квадраты можно перегибать через ребра, размеры их не обязательно одинаковы). (А. Шаповалов)
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137**. (6-9) Можно ли поверхность куба оклеить без перекрытий тремя одинаковыми пятиугольниками? (С. Токарев)

138. Вася разрезал фигуру, данную на рисунке, на четыре равных многоугольника, вершины которых лежат в узлах сетки.

Может ли в каждом полученном многоугольнике быть 

а) (6) больше 17 углов? 
б) (6-7) больше 23 углов? (И. Николаева)

139. (6-7) На треугольной сетке нарисован правильный шестиугольник со стороной 3 (см. рисунок справа). Разрежьте его по линиям сетки на девять попарно различных фигур одинаковой площади. (И. Раскина)

140. (6-7) Верно ли, что любой прямоугольник можно разрезать на два многоугольника так, чтобы площадь первого была хотя бы вдвое больше площади второго, а периметр первого был хотя бы вдвое меньше периметра второго многоугольника? (А. Шаповалов)
141. (6-7) Вася утверждает, что он может нарисовать шестиугольник и, проведя прямую через две его вершины, отрезать от него семиугольник. Не ошибается ли Вася? (В. Гуровиц)

142. (6-7) Нарисуйте шестиугольник и проведите через две его вершины прямую, которая разбивает его на два пятиугольника. (В. Гуровиц)

143. (7) Вася вырезал из бумаги многоугольник, а Петя разрезал его на треугольник и четырехугольник. Сколько сторон могло быть в Васином многоугольнике? (И. Раскина)

144. (7-9) Диаметром треугольника назовем длину его наибольшей стороны. Докажите, что любой треугольник можно разбить на два треугольника одинакового диаметра. (А. Шаповалов)

145. а) (6) Докажите, что квадрат можно разрезать на семиугольник и восьмиугольник так, чтобы для каждой стороны восьмиугольника нашлась равная ей сторона семиугольника.

б) (7-8) Докажите, что неравнобедренный треугольник можно разрезать на четырехугольник и пятиугольник так, чтобы для каждой стороны пятиугольника нашлась равная ей сторона четырехугольника. 

в) (8) Докажите, что любой треугольник можно разрезать на четырехугольник и пятиугольник так, чтобы для каждой стороны пятиугольника нашлась равная ей сторона четырехугольника. (А. Шаповалов)

146. (8-9) а) При каком наименьшем n найдется n-угольник, который можно разрезать на 13 равных частей? (А. Заславский)

б) Существуют ли три попарно не подобных треугольника, каждый из которых можно разрезать на 26 равных треугольников? (А.Заславский, Б.Френкин)

147. (8) На клетчатой бумаге нарисован 222-угольник со сторонами по границам клеток. Из какого наименьшего числа клеток может состоять этот многоугольник? (А. Шаповалов)

148. (7-9) Даны 10 бумажных прямоугольников. Вася может разрезать не более одного из них на два меньших прямоугольника. После этого он делит прямоугольники на две группы. Всегда ли он может добиться того, чтобы суммы периметров в группах были одинаковы? (А. Шаповалов)

149. (8-9) Параллелограмм разбит на треугольники. Докажите, что один из них можно накрыть всеми остальными вместе. (А. Шаповалов)

150*. (8-9) Докажите, что любой треугольник можно циркулем и линейкой разбить на четыре меньших треугольника так, чтобы четыре точки пересечения медиан меньших треугольников лежали на одной окружности. (А. Шаповалов)

151**. (8-9) Многоугольник (не обязательно выпуклый) удалось разрезать на 2008 меньших равных многоугольников, подобных исходному. Обязательно ли исходный многоугольник – параллелограмм? (А. Шаповалов)

Системы точек и отрезков

152 – 154

152. (6-7) В Бесповоротном королевстве из каждого города можно доехать до любого другого, никуда не сворачивая (но, возможно, проезжая сквозь города). Дороги могут пересекаться только в городе. Дорога считается главной, если на ней находятся все города, кроме, быть может, одного или двух. Обязательно ли в этом королевстве есть хотя бы одна главная дорога? (Дороги – это отрезки, на каждом из них может находиться по несколько городов.) (А. Шаповалов)
153. (6-7) Можно ли отметить на плоскости 6 точек и провести 6 прямых так, чтобы на каждой прямой было две отмеченные точки и по обе стороны от нее лежало по две отмеченные? (А. Шаповалов)

154. (8) На плоскости отметили 7 точек и провели всевозможные отрезки с концами в этих точках. Оказалось, что для каждого отрезка есть ему параллельный. Обязательно ли найдутся три точки, лежащие на одной прямой? (А. Шаповалов)

Геометрическая комбинаторика

155 – 157

155. (8) Измерив длины сторон и высот некоторого треугольника, Таня получила шесть различных чисел и записала их на шести карточках. Перетасовав карточки, она выслала их Боре. Всегда ли сможет Боря выбрать из них три карточки, на которых выписаны длины сторон? (Жюри по мотивам Б. Френкина)

156. (7-8) Вася нарисовал на плоскости прямоугольники со сторонами, параллельными осям координат и покрасил их в три цвета. Оказалось, что каждые два прямоугольника разного цвета имеют общую точку. Докажите, что все прямоугольники одного из цветов имеют общую точку. (А. Акопян)

157. (7-8) Десять ребят на лужайке играют в пейнтбол, стоя на месте. Сначала каждый выстрелил краской в ближайшего к себе (если «ближайших» несколько, то игрок стреляет в любого из них). Затем, аналогично, каждый выстрелил в наиболее удаленного от себя. Какое наибольшее число порций краски могло в итоге попасть в одного игрока? (С. Токарев)

Простая геометрия

158 – 175

158. (7-8) В выпуклом многоугольнике сумма тупых углов равна 2008(. Сколько сторон у этого многоугольника? (А. Шаповалов)
159. (7-8) В треугольнике ABC проведена медиана BM. Найдите угол ABC, если 
(BAC = 30(,  а  (BMC = 45(.  (С. Токарев)

160. (7-8) Угол С треугольника АВС равен 60(. На продолжении стороны ВС за точку C выбрана точка D так, что  DС + СА = ВС.  Докажите, что треугольник АВD – равнобедренный. (Фольклор)

161. (7-8) В треугольнике АВС угол С – прямой,  (А = 30(.  Окружность с центром I, вписанная в треугольник, касается катета АС в точке Р и пересекает отрезок BI в точке М. Точка K – середина отрезка AI. Докажите, что  СМ = PK. (Д. Швецов)

162. (7) Биссектрисы треугольника ABC пересекаются в точке I. Серединный перпендикуляр к отрезку AI пересекает сторону AB в точке A1, а серединный перпендикуляр к отрезку CI пересекает сторону CB в точке C1. Докажите, что точки A1, I и C1 лежат на одной прямой. (Д. Швецов)

163. (7-8) В прямоугольном треугольнике ABC  ((C = 90()  проведены высота CH и медиана CM. Окружность, вписанная в треугольник MCH, касается сторон CM и CH в точках E и F. Прямая EF пересекает катеты треугольника в точках P и Q. Докажите, что треугольник PCQ – равнобедренный. (Д. Швецов)

164. (7) В равнобедренном треугольнике острый угол между одной из биссектрис и одной из высот равен 75(. Какими могут быть углы треугольника? (А. Блинков)

165. (7) На координатной плоскости выбраны точки Н(–1, 2) и М(3, –1). Найдите угол НОМ, где О – начало координат. (Фольклор)

166. (7-8) Точка E – середина стороны BC квадрата ABCD, G – такая точка на стороне CD, что  CG:DG = 3:1,  M – середина отрезка AE. Найдите (BMG. (Д. Швецов)

167. (7-8) На сторонах АВ и ВС равностороннего треугольника АВС взяты точки D и Е так, что  ACD = ВAЕ = 17(.  Отрезки CD и АЕ пересекаются в точке О. Серединный перпендикуляр к отрезку СО пересекает прямую АО в точке К. Докажите, что прямые ВК и СО параллельны. (16-й Уральский турнир)

168. (7-8) В треугольнике ABC  (C = 90(,  (A = 30(.  На катетах AC и BC отмечают соответственно точки E и D так, что  (ABE = 40(,  (BAD = 20(.  Найдите углы треугольника ECD. (Фольклор)

169. (7-8) AA1, BB1 и CC1 – биссектрисы треугольника ABC,  (B = 120(.  Из точки C1 проведен перпендикуляр к прямой AA1, а из A1 – к CC1; эти перпендикуляры пересекли прямую AC в точках C2 и A2 соответственно. Докажите, что В1 – середина отрезка A2C2. (Д. Швецов)

170. (8) Окружность, вписанная в прямоугольный треугольник ABC, касается катетов AB и BC в точках C1 и A1 соответственно. Окружность, описанная вокруг треугольника C1BA1, проходит через середину медианы BM. Найдите углы треугольника ABC. (Д. Швецов)

171. (7-8) На прямой в указанном порядке отмечены точки A, B, C, D  (AB ≠ CD).  По одну сторону от этой прямой построены равносторонние треугольники ABX, BCY и CDZ. Оказалось, что  XY = YZ.  Найдите углы треугольника XYZ. (Уральский турнир)

172. (7-8) В треугольнике ABC  (ABC = 135(.  На стороне AC отмечены точки M и N (M между A и N) так, что  MB ( NB.  MP и NQ – биссектрисы треугольников AMB и CNB. Докажите, что точка, симметричная точке B относительно прямой PQ, лежит на AC. (Д. Швецов, Д. Прокопенко)

173. (7) На сторонах AD и CD квадрата ABCD выбираются точки Q и P соответственно так, что  (ABQ = 15(,  (PQD = 30(.  Найдите (QBP. (Д. Швецов)

174. (7-8) На плоскости расположены два прямоугольника – P и Q, пересечением которых является равносторонний восьмиугольник (не обязательно правильный). Докажите, что P и Q – квадраты с общим центром. (К. Матвеев)

175*. (7-8) В четырехугольнике ABCD  (A = 85(,  (B = 115(,  AD = BC.  Серединные перпендикуляры к сторонам AB и CD пересекаются в точке M. Найдите (MAB. (А. Шаповалов)

Четырехугольники, подобие, окружности

176 – 185

176. (8) 
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 и 
[image: image7.wmf]1

BB

 – высоты треугольника АВС, М – середина АВ. Окружность, описанная около треугольника 
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, вторично пересекает прямую 
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 в точке X. Докажите, что AX – касательная к описанной окружности треугольника АВС. (Ю. Блинков)

177. (8) Дан равнобедренный остроугольный треугольник ABC с основанием AC. Высоты AD и CE пересекаются в точке H. Прямая CE вторично пересекает окружность, описанную около треугольника ABC, в точке F. Докажите, что AD является касательной к окружности, описанной около треугольника HBF. (Н. Москвитин)

178. (8) В четырехугольнике ABCD угол B тупой, M – середина CD. Докажите, что
AM + BM < AC + AD.  (Ю. Блинков)

179. (7-8) В трапеции ABCD основание CD видно из середины AB под прямым углом. Докажите, что  AD + BC ( CD.  (Д. Калинин)

180. (8) Дан равнобедренный прямоугольный треугольник ABC (угол C – прямой). Вписанная в него окружность с центром I касается стороны BC в точке E. Биссектриса угла A вторично пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке D. Докажите,  что  IE = ED.  (Н. Москвитин)

181. (8) Отрезок AB является общей хордой двух окружностей равного радиуса. Через точку K, лежащую внутри этого отрезка, проведен к нему перпендикуляр, который пересекает окружности в точках C и D (в одной из полуплоскостей с границей AB). Докажите, что точка D является точкой пересечения высот треугольника ABC. (А. Блинков)

182. (8) В треугольнике ABC медиана, проведенная из вершины A, перпендикулярна биссектрисе угла B. Докажите, что угол C не больше 30(. (А. Заславский, Б. Френкин)

183. (8) В трапеции ABCD основание BC вдвое меньше основания AD; DE – перпендикуляр, опущенный из вершины D на боковую сторону AB. Докажите, что 
CE = CD.  (Н. Москвитин)

184. (8) Точки E и F – середины боковых сторон BC и AD трапеции ABCD. На основании AB взяли такие точки M и N, что MNEF – равнобокая трапеция. Докажите, что если M – середина AB, то N равноудалена от C и D. (Д. Калинин)

185. (8) Диагонали четырехугольника перпендикулярны. Найдите его углы, если известно, что три из них равны, а все стороны четырехугольника различны. (А. Заславский)

Задачи на построение

186 – 189

186. а) (7) Дан квадрат. Постройте какой-нибудь прямоугольник с отношением сторон 1:7 так, чтобы на каждой стороне квадрата лежало по вершине прямоугольника.

б) (7) За одну операцию разрешается отрезать по прямой линии от многоугольника равнобедренный треугольник. Можно ли превратить за несколько операций квадрат в прямоугольник, одна из сторон которого в 7 раз больше другой?

в) (8) За одну операцию разрешается отрезать по прямой линии от многоугольника равнобедренный треугольник. Всегда ли можно за несколько таких операций превратить произвольный четырехугольник в трапецию? (А. Шаповалов)

187. (7-8) На доске нарисован неравнобедренный треугольник. Имеется угольник той же формы, выпиленный из фанеры. Угольник можно прикладывать к доске (в том числе прикладывать его стороны к уже начерченным прямым, а вершины совмещать с уже построенными точками), и чертить линии по его краю. Всегда ли можно построить какую-нибудь из высот нарисованного треугольника? (А. Блинков, Ю. Блинков)
188. (8) Дан отрезок AB. На этом отрезке взята произвольная точка C, на полученных отрезках AC и BC как на сторонах в одной и той же полуплоскости относительно AB построены квадраты. Постройте с помощью одной линейки без делений квадрат, диагональю которого является отрезок AB. (Н. Москвитин)

189. (8-9) Постройте с помощью циркуля и линейки треугольник ABC по стороне AB и углам CBM и CAM, где M – точка пересечения медиан. (А. Шаповалов)
Решения основных задач
1. Ответ: Андрей. Поскольку среди ответов мальчика нет двух идущих подряд одинаковых, он начал отвечать в пятницу или субботу. Но второе невозможно, потому что мальчик не может дать во вторник и четверг одинаковые ответы. Поэтому он закончил отвечать в четверг и ответил то же, что и в предыдущую пятницу.
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9. Ответ: 2. Есть всего два принципиально разных способа разбить квадрат на прямоугольники: 1) такой, как на рисунке, или 2) три «параллельных» прямоугольника с высотой, равной стороне квадрата. Когда мы рассматриваем два прямоугольника, можно считать, что они примыкают друг к другу (в случае (2) крайний прямоугольник можно поменять со средним).

Пусть мы знаем, что два видимых прямоугольника примыкают неравными сторонами. Тогда взаимное расположение видимых прямоугольников в квадрате восстанавливается однозначно (см. рис): прямоугольник с наибольшим размером (a на рисунке) образует длинной стороной сторону квадрата, а его короткая сторона (d) дополняется стороной другого прямоугольника (b) до стороны квадрата  (a = b + d).  Тем самым, однозначно определяются и размеры невидимого прямоугольника.

Обозначим математиков M1, M2 и M3, а их прямоугольники соответственно П1, П2, П3. M1 видит прямоугольники, у которых есть совпадающие размеры, (в противном случае, он, как показано выше, восстановил бы размеры своего прямоугольника). Более того, видимые прямоугольники можно взаимно расположить в квадрате как минимум двумя способами, и хотя бы в одном из них прямоугольники примыкают равными сторонами. То же верно и для M2. Кроме того, [image: image21.png]


М2 знает (после ответа М1), что у П2 и П3 какие-то размеры совпали. 

Если прямоугольники П1 и П3 равны и имеют размеры  a×b  (a < b),  то эти прямоугольники не могут примыкать в квадрате короткими сторонами (как на рис. 2). Действительно, в этом случае П2 – прямоугольник (2b–a)×2b, и так как

2b > 2b – a > b > a,  то у П2 и П3 нет одинаковых размеров. Следовательно, П1 и П3 примыкают длинными сторонами, и П2 однозначно восстанавливается.

Пусть прямоугольники П1 и П3 равны и имеют размеры  a×b  (a ≤ b). Если a<b,  то эти прямоугольники не могут примыкать в квадрате короткими сторонами (как на рис. 2). Действительно, в этом случае П2 – прямоугольник (2b–a)×2b, и так как

2b > 2b – a > b > a,  то у П2 и П3 нет одинаковых размеров. Следовательно, П1 и П3 примыкают сторонами b≥a, и П2 однозначно восстанавливается.

Однако по условию это не так, значит, у П1 и П3 совпадает ровно один размер (прямоугольники размера  a×c  и  b×c)  и максимальный размер равен сумме двух других. Но  c ( a + b  (иначе в случае, когда П1 и П3 прикладываются сторонами c, получается квадрат, который до большего квадрата не дополнишь). В случае, когда максимален b, либо  b = c + c  (то есть стороны П3 относятся как 2:1),  либо  b = a + c.  Приложив П1 и П3 сторонами b и c cоответcтвенно, получим, что П2 – квадрат a×a (см. рис. 3). У П2 и П3 есть одинаковый размер, значит,  a = c,  и снова  b = a + c = 2c.

Остался случай, когда максимален a. Тогда  a = 2c  или  a = b + c.
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Приложив П1 и П3 равными сторонами, получим, что размеры П2 –  (a+b–c)×(a+b)  (рис. 4).  Число  a + b – c  совпадет c одним из размеров П3. Но  
a + b – c > b,  значит,

a + b – c = c,  то есть
a + b = 2c.  Следовательно,  a > 2c,  поэтому  a = b + c,  и

2c = a + b = c + 2b,  откуда  c = 2b 

– отношение снова 2!
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15. При каждом разбиении на команды припишем каждому участнику игры число 1/n, где n – размер его команды. Сумма этих чисел в каждом случае равна числу команд. Для каждого участника число для «Завалинки» не больше числа для «Абаки». Поэтому сумма для «Завалинки» не больше суммы для «Абаки».

Замечание. Задача является небольшим обобщением одной из задач Турнира городов, см. problems.ru №98040.
50. Гномы могут передавать бутылки по кругу через каждые 6 секунд. При этом каждый за минуту успеет выпить из каждой бутылки вдесятеро меньше, чем он выпивал за минуту из ведра. Значит, и в целом из каждой бутылки за минуту будет выпито вдесятеро меньше, чем раньше из ведра. Но и молока в бутылке во столько же раз меньше, чем в ведре. Следовательно, все молоко будет выпито за минуту.

65. Ответ: выиграет Петя. Первым ходом Петя разломит палку на две равные половинки (пусть длина каждой равна 2a). Ответным ходом Вася разломит одну из половинок на части  a – b  и  a + b  (где  b ≥ 0).  Тогда Петя ломает вторую половинку на части  a + b/3  и  a – b/3  и получает арифметическую прогрессию с первым членом  a – b  и разностью 2b/3.

75. Ответ: есть; например карточка 8.

Заметим, что тот, кто смог назвать НОК(a, b) – выигрывает, так как большие числа НОК(a, b) не делят.

Пусть Петр получил карточку 8. Первым ходом он называет 2. Из этого следует только, что a – четно. Таким образом, для a есть не менее 4 кандидатов, из них два не кратны 4. Так как b не кратно 8, то и НОК(a, b) может быть не кратно 8. Разберем 3 случая.

1)  b = 1 или 2.  Тогда Василий вынужден сразу сдаться.

2)  b = 4.  Тогда Василий может назвать только 4. Петр понимает, что b кратно 4, то есть  b = 4,  и, назвав  8 = НОК(4, 8),  выигрывает.

3)  b кратно 3 (3, 6, или 9). Тогда Василий может назвать 3, 6, 9 или 18. В последних двух случаях Петр понимает, что  b = 9,  и называет  НОК(8, 9) = 72.

В остальных случаях Петр понимает, что b кратно 3, и называет 12. Услышав 12, Василий не может исключить случай  a = 4.  Если b равно 3 или 6, то при  a = 4  
НОК(a, b) = 12  уже назван; поэтому Василий вынужден сдаться. Если b = 9,  то Василий может назвать  НОК(12, b) = 36 или 18.  В обоих случаях Петр понимает, что  b = 9,  и выигрывает, назвав 72.

4)  b = 5, 7 или 10.  Василий может назвать только 5, 10, 7 или 14. В первых двух случаях Петр выигрывает, назвав  40 = НОК(8, 5) = НОК(8, 10),  в остальных – назвав 
56 = НОК(8, 7).

Ложный след. При a = 8 первый ход 4 выигрыша не гарантирует. Действительно, пусть  b = 4.  Тогда Василий понимает, что a кратно 4, но  a ≠ b = 4,  значит, a = 8. Назвав 8, Василий выигрывает.

Замечание. При  a ≠ 8  у Петра нет гарантированного выигрыша.
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 Ответ: 135(. Отметим точку A(1, –2). Закрашенные треугольники равны по двум катетам, поэтому

AO = AM,  и закрашенные углы с вершиной A равны. Если из угла OAM вычесть лежащий внутри него закрашенный угол, и прибавить равный ему другой закрашенный угол, то получится угол квадратика координатной сетки, то есть прямой. Значит, и

(OAM = 90(.  Треугольник ОAМ прямоугольный и равнобедренный, откуда  (AОМ = 45(.  Точки H, O, A лежат на одной прямой  y = –2x,  поэтому  (HОМ = 180( – (AОМ = 135(.
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Замечание. Можно заметить, что «доминошка» с диагональю AM получается из «доминошки» с диагональю AO поворотом на 90( вокруг точки A. Отсюда сразу следует, что треугольник OAM – равнобедренный прямоугольный.

Математический квадрат

Математический квадрат – азартная игра, произошедшая из математической абаки, но несколько отличающаяся от неё правилами. На турнире используется в качестве разминочной игры вечером в день заезда. Принято варьировать правила в зависимости от возраста участников.

Задачи «на ответ» не обязаны быть новыми, они обычно заимствуются из доступных источников.
Правила 2011 года для 7 и 8 классов 

Математический квадрат – командная игра. Время на решение – полтора часа. Все задачи выдаются вначале, сдаются только ответы (без обоснований). 

Каждая команда получает один и тот же набор из 25 задач. Ответы к ним надо вписывать в клетки квадратной таблицы 55. Строки соответствуют темам (например, алгебра, геометрия, комбинаторика), столбцы – сложности задач. Каждая задача оценена в очках, задачи одного столбца стóят одинаково: первого 6, второго 12, третьего 18 и т.д. Команды сдают ответы в произвольном порядке.

Если команда решила правильно все задачи какого-то ряда из 5 задач (строки, столбца), она получает премию, равную трети суммы полученных очков за задачи ряда. Команда, которая решила все задачи данного ряда раньше всех остальных команд, получает премию в утроенном размере. Премия за скорость выдается независимо по каждому ряду.

Выигрывает команда, набравшая в сумме наибольшее число очков.

Отличия правил 2011 года для 6 классов 

16 задач в виде таблицы 44. 

Если команда первой решила правильно все задачи какого-то ряда из 4 задач (строки, столбца), она получает премию, равную трети суммы полученных очков за задачи ряда. После этого остальные команды не могут получить никакую премию за этот ряд.

Если ответ был признан неправильным, разрешается сдавать новый ответ, но общее число попыток исправления за всю игру не должно быть больше 5.

Рекомендации для играющих.

Ввиду премий за скорость важна слаженная работа команды. Нереально рассчитывать получить такие премии за все ряды, поэтому важно правильно распределить силы и  следить за продвижениями соперников. 

Свои продвижения стоит скрывать (то есть не сразу сообщать судье ответ) только, если вы вполне уверены в своем ответе, иначе есть риск потратить время на гонку в таком ряду, где право на премию вами уже утеряно. 

Рекомендации для проводящих.

Все команды сидят в одной аудитории так, чтобы видеть доску. Для каждой команды рисуется отдельная таблица, куда будут вноситься очки за задачи и премии. Неправильно решенная задача отмечается крестом.

Такая же таблица (в одном экземпляре) выдается команде. Сверху пишется название команды и ставятся подписи капитана и закрепленного за командой судьи. В нее команда вписывает ответы, которые предъявляются судье. В другом виде ответы не принимаются во избежание разногласий или несанкционированной капитаном сдачи ответа.

У доски сидят судьи, каждый принимает ответы 2-4 закрепленных за ним команд. Судья сразу сообщает «правильно-неправильно» (обычно сверившись с таблицей ответов)  и вписывает причитающиеся очки или крест в таблицу команды на доске. Если в задаче несколько ответов, должны быть перечислены все. Неполный ответ считается неправильным, что именно неправильно – не комментируется. При выдаче премии за срочность это объявляется вслух и тоже отмечается на доске.

При несогласии c оценкой ответа команда может апеллировать к председателю жюри в любой момент до окончания игры. Временем сдачи ответа считается момент, когда он признан правильным (а не момент сообщения его судье). 

Условия задач

6 класс

Арифметика

6А1. В одной фирме каждый служащий является либо демократом, либо республиканцем. После того, как один из республиканцев решил стать демократом, тех и других в фирме стало поровну. Затем еще три республиканца решили стать демократами, и тогда демократов стало вдвое больше, чем республиканцев. Сколько служащих в этой фирме?

6А2. Подойдя к незнакомому дому с одним подъездом и думая, что на каждом этаже по шесть квартир, Аня решила, что нужная ей квартира находится на четвертом этаже. Поднявшись на четвертый этаж, Аня обнаружила, что нужная ей квартира действительно находится там, несмотря на то, что на каждом этаже по семь квартир. Каким мог быть номер квартиры, в которую шла Аня?

6А3. Имеется 19 гирек весом 1, 2, 3, ..., 19 г, из которых девять железных, девять бронзовых и одна золотая. Известно, что общий вес всех железных гирек на 90 г больше, чем общий вес бронзовых. Найдите вес золотой гирьки.

6А4. Найдите все трехзначные числа, которые в 12 раз больше суммы своих цифр.

Доски

6Д1. Натуральные числа от 1 до mn выписали в порядке возрастания в клетки доски, содержащей m строчек и n столбцов, по строчкам, начиная с верхней. Известно, что число 49 находится в шестой строке, а 96 – в последней. Найдите m и n.

6Д2. Какое наименьшее число выстрелов в игре «Морской бой» на доске 7 × 7 нужно сделать, чтобы наверняка ранить четырехпалубный корабль? (Четырехпалубный корабль состоит из четырех клеток, расположенных в один ряд.)
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6Д3. Какое наибольшее число фишек можно поставить на клетки шахматной доски так, чтобы на каждой горизонтали, вертикали и диагонали находилось четное число фишек? Здесь диагоналями считаются не только две большие диагонали, то и маленькие (одна такая отмечена на рисунке). Угловая клетка считается диагональю, состоящей из одной клетки.

6Д4. Как наименьшим числом прямых можно разрезать все клетки шахматной доски 4 × 4? (Чтобы клетка была разрезана, прямая должна проходить через внутреннюю точку этой клетки.)

Логика

6Л1. Проводится следствие по делу об украденном мустанге. Подозреваемых трое: Билл, Джо и Сэм. На суде Сэм заявил, что мустанга украл Джо. Билл и Джо тоже дали показания, но что они сказали, никто не запомнил, а все записи пропали. В ходе судебного заседания выяснилось, что мустанга украл лишь один из подсудимых, и что только он дал правдивые показания. Так кто украл мустанга?

6Л2. На острове живут рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. Путник встретил группу из трех островитян и спросил каждого из них: «Сколько рыцарей среди твоих спутников?». Первый ответил: «Ни одного». Второй сказал: «Один». Что сказал третий?

6Л3. На острове живут рыцари и лжецы, всего 2011 человек. Рыцари всегда говорят правду, а лжецы лгут. Каждый житель острова заявил: «Среди оставшихся жителей острова более половины – лжецы». Сколько рыцарей и сколько лжецов на острове?

6Л4. Один из пяти братьев испек маме пирог. Андрей сказал: «Это Витя или Толя». Витя сказал: «Это сделал не я и не Юра». Толя сказал: «Вы оба шутите». Дима сказал: «Нет, один из них сказал правду, а другой — нет». Юра сказал: «Нет, Дима, ты не прав». Правду сказали ровно трое. Кто испек пирог?

Комбинаторика

6К1. Сколько на шахматной доске имеется всевозможных прямоугольников, состоящих из четырех клеток?

6К2. В мешке у Деда Мороза лежат конфеты трех видов: шоколадные, ириски и леденцы. Дед Мороз знает, что если вынуть любые 100 конфет из мешка, то среди них обязательно найдутся конфеты всех трех видов. Какое наибольшее количество конфет может быть в мешке у Деда Мороза?

6К3. На физическом кружке учитель поставил следующий эксперимент. Он разложил на чашечные весы 16 гирек массами 1, 2, 3, ..., 16 г так, что одна из чаш перевесила. Пятнадцать учеников по очереди выходили из класса и забирали с собой по одной гирьке, причем после выхода каждого ученика весы меняли свое положение, и перевешивала противоположная чаша весов. Какая гирька могла остаться на весах?

6К4. На фестивале камерной музыки собралось шесть музыкантов. На каждом концерте часть музыкантов выступает, а остальные слушают их из зала. За какое наименьшее число концертов каждый из шести музыкантов сможет послушать (из зала) всех остальных?

7 класс

Арифметика

7А1. На прямой отметили несколько точек. После этого между каждыми двумя соседними точками отметили еще по точке. Такое «уплотнение» повторили еще дважды (всего 3 раза). В результате на прямой оказалась отмечена 1001 точка. Сколько точек было отмечено первоначально?

7А2. Два пирата играли на золотые монеты. Сначала второй проиграл половину своих монет (отдал первому), потом первый проиграл половину своих, потом снова второй проиграл половину своих. В результате у первого оказалось 20 монет, а у второго – 11. Сколько монет было у первого пирата до начала игры?

7А3. В школе провели контрольную работу по математике среди семиклассников. Средняя оценка у мальчиков оказалась 4, у девочек – 3,25, а у всех вместе – 3,6. Сколько мальчиков и сколько девочек решали контрольную работу, если в школе больше 30, но меньше 50 семиклассников?

7А4. Чтобы выжать 100 г сока, маме требуется 30 секунд, а Ане – 40 секунд. Андрюша за минуту выпивает 100 г сока. Мама с Аней двумя соковыжималками выжимают сок без остановки в один сосуд, а Андрюша непрерывно через соломинку пьет его оттуда. Через какое время после начала этого процесса в сосуде наберется ровно 100 грамм сока?
7А5. Пионеры ходили на далекое озеро, до которого 12 км. Часть пути они шли в гору со скоростью 3 км/ч, часть – по ровному месту со скоростью 4 км/ч, а часть – под гору со скоростью 5 км/ч. Дорога туда и обратно заняла 6 ч 16 мин. Сколько времени пионеры шли по ровному месту?

Комбинаторика

7К1. Гирлянда, висящая вдоль школьного коридора, состоит из красных и синих лампочек. Рядом с каждой красной лампочкой обязательно есть синяя. Какое наибольшее количество красных лампочек может быть в этой гирлянде, если всего лампочек 50?

7К2. На клетчатой бумаге нарисован прямоугольник шириной 200 и высотой 100 клеток. Его закрашивают по клеткам, начав с левой верхней и идя по спирали (дойдя до края или уже закрашенной части, поворачивают направо). Какая клетка будет закрашена последней? (Укажите номер ее строки и столбца. Например, нижняя правая клетка стоит в 100-й строке и 200-м столбце.) [image: image28.png]o





7К3. Назовем натуральное число «замечательным», если оно – самое маленькое среди всех натуральных чисел с такой же, как у него, суммой цифр. Сколько замечательных среди чисел от 1 до 2011?

7К4. Хозяйка испекла для гостей пирог. К ней может прийти либо 10, либо 11 человек. На какое наименьшее число кусков ей нужно заранее разрезать пирог так, чтобы его можно было поделить поровну как между 10, так и между 11 гостями?

7К5. Трое играют в настольный теннис, причем игрок, проигравший партию, уступает место игроку, не участвовавшему в ней. В итоге оказалось, что первый игрок сыграл 10 партий, второй – 21. Сколько партий сыграл третий игрок?

Геометрия

7Г1. Найдите угол между часовой и минутной стрелками в 12 ч 20 мин.

7Г2. Через вершины A и C треугольника ABC проведены прямые, перпендикулярные биссектрисе угла B и пересекающие прямые BC и BA в точках M и N соответственно. Найдите AB, если BN = 8, CM = 1.

7Г3. В треугольнике ABC медиана BM в два раза меньше стороны AB и образует с ней угол 40º. Найдите угол ABC.

7Г4. В остроугольном треугольнике ABC проведены высота BH и медиана AM. Известно, что угол MCA в два раза больше угла MAC, BC = 10. Найдите AH.

7Г5. В треугольнике ABC угол B равен 60º, угол C равен 70º. На сторонах AB и AC выбраны точки C1 и B1 так, что угол ABB1 равен 5º, а угол ACC1 равен 10º. Найдите углы треугольника AB1C1.

Цифры и числа

7Ц1. Разбейте число 186 на три попарно различных натуральных слагаемых, сумма любых двух из которых делится на третье.

7Ц2. Имеется набор натуральных чисел (известно, что чисел не меньше семи), причем сумма любых семи из них меньше 15, а сумма всех чисел из набора равна 100. Какое наименьшее количество чисел может быть в наборе?

7Ц3. Из трех различных цифр составили все шесть двузначных чисел, которые можно записать с их помощью, не повторяя одну и ту же цифру дважды в одном числе. Найдите эти цифры, если сумма полученных двузначных чисел равна 506.

7Ц4. В ряд стоят 1000 чисел. Первое число равно 1. Известно, что каждое число, кроме первого и последнего, равно сумме двух соседних. Найдите последнее число.

7Ц5. Какую цифру надо поставить вместо вопросительного знака в числе 66...6?55...5 (шестерка и пятерка написаны по 50 раз), чтобы получившееся число делилось на 7?

Комбинаторная геометрия

7КГ1. Деревянный куб покрасили снаружи белой краской, каждое его ребро разделили на 5 равных частей, после чего куб распилили так, что получились маленькие кубики, у которых ребро в 5 раз меньше, чем у исходного куба. Сколько получилось маленьких кубиков, у которых окрашена хотя бы одна грань?

7КГ2. Дан прямоугольник 100×101, разбитый линиями сетки на единичные квадратики. Найдите число отрезков, на которое линии сетки разбивают диагональ прямоугольника.

7КГ3. Какое наибольшее количество точек самопересечения может иметь замкнутая ломаная, в которой 7 звеньев?

7КГ4. Футбольный мяч сшит из 32 лоскутков: белых шестиугольников и черных пятиугольников. Каждый черный лоскут граничит только с белыми, а каждый белый – с тремя черными и тремя белыми. Сколько лоскутков белого цвета?

7КГ5. Какое наименьшее количество трехклеточных уголков можно разместить в квадрате 8×8 так, чтобы в этот квадрат больше нельзя было поместить ни одного такого уголка?

8 класс

Арифметика

8Ар1. Взяли 100 чисел. Среди их всевозможных попарных произведений оказалось ровно 1000 отрицательных. Сколько среди исходных чисел могло быть нулей?

8Ар2. В ящике лежат 60 банок консервов трех сортов: 500-граммовые банки по цене 80 рублей, 400-граммовые банки по цене 70 рублей и 300-граммовые банки по цене 60 рублей. Общий вес банок 25 кг. Какова их общая стоимость?

8Ар3. В строчку в каком-то порядке выписаны цифры 0, 1, 2, …, 9 так, что из любых трех стоящих подряд цифр сумма каких-то двух равна 7. Чему может быть равна сумма двух цифр, стоящих в начале и в конце строчки?

8Ар4. По данным опроса, проведенного в классе, выяснилось, что 20% учеников, интересующихся математикой, интересуются еще и физикой, а 25% учеников, интересующихся физикой, интересуются также и математикой. И только Пете с Васей не интересен ни один из этих предметов. Сколько человек в этом классе, если известно, что их больше 20, но меньше 30?

8Ар5. Найдите наибольшее натуральное число, каждая некрайняя цифра которого меньше среднего арифметического соседних с ней цифр.

Геометрия

8Г1. Перпендикуляр, опущенный из вершины прямоугольника на диагональ, делит ее в отношении 1:3. Найдите длину диагонали, если известно, что точка ее пересечения с другой диагональю удалена от большей стороны на расстояние, равное 2.

8Г2. Две стороны треугольника равны 6 и 8. Медианы, проведенные к этим сторонам, взаимно перпендикулярны. Найдите третью сторону треугольника.

8Г3. В треугольнике ABC высоты AA1 и CC1 пересекаются в точке H, лежащей внутри треугольника. Известно, что H – середина AA1, а CH:HC1 = 2:1. Найдите величину угла B.

8Г4. Высоты остроугольного треугольника ABC, проведенные из точек B и C, продолжили до пересечения с описанной окружностью в точках B1 и C1. Оказалось, что отрезок B1C1 проходит через центр описанной окружности. Найдите угол BAC.

8Г5. Диагональ BD трапеции ABCD равна m, а боковая сторона AD равна n. Найдите основание CD, если известно, что основание, диагональ и боковая сторона трапеции, выходящие из вершины C, равны между собой.

Комбинаторика

8К1. На окружности даны 8 точек. Сколькими способами можно провести четыре отрезка, не имеющих общих точек, с концами в данных точках?

8К2. Заметим, что если повернуть лист, на котором написаны цифры, то цифры 0, 1, 8 не изменятся, 6 и 9 поменяются местами, остальные потеряют смысл. Сколько существует девятизначных чисел, которые при поворачивании листа не изменяются?

8К3. Числа 1, 2, 3, ..., 25 расставляют в таблицу 5×5 так, чтобы в каждой строке числа были расположены в порядке возрастания. Какое наибольшее и какое наименьшее значение может иметь сумма чисел в третьем столбце?

8К4. Куб со стороной 20 разбит на 8000 единичных кубиков, и в каждом кубике записано число. Известно, что в каждом столбике из 20 кубиков, параллельном ребру куба, сумма чисел равна 1 (рассматриваются столбики всех трех направлений). В некотором кубике записано число 10. Через этот кубик проходит три слоя 1×20×20, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

8К5. На каждую чашу весов положили k гирь, занумерованных числами от 1 до k, причем левая чаша перевесила. Оказалось, что если поменять чашами любые две гири с одинаковыми номерами, то всегда либо правая чаша начинает перевешивать, либо чаши приходят в равновесие. При каких k это возможно?

Алгебра

8Ал1. Числа p и q различны. Известно, что можно подобрать такое число x, что
x2 + px + q = 0  и  x2 + qx + p = 0.  Найдите  p + q.

8Ал2. Найти все такие простые числа p и q, что  pq + qp  – тоже простое.

8Ал3. Найдите все несократимые положительные дроби, увеличивающиеся вдвое после увеличения и числителя и знаменателя на 10.

8Ал4. Наибольшее из чисел  3x – 5,  5 – 2x,  x – 1  обозначили через a, второе через b, а самое маленькое через c. При каких x верно  4b – 2a = 3c?

8Ал5. Найдите значение выражения 
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Турниры

8Т1. В волейбольном турнире команды играют друг с другом по одному матчу. За победу дается 1 очко, за поражение – 0 очков (ничьих не бывает). Известно, что в один из моментов турнира все команды имели разное количество очков. Сколько очков набрала в конце турнира команда, занявшая предпоследнее место?

8Т2. Пять футбольных команд провели турнир – каждая команда сыграла с каждой по разу. За победу начислялось 3 очка, за ничью – 1 очко, за проигрыш очков не давалось. Четыре команды набрали соответственно 1, 2, 5 и 7 очков. Сколько очков набрала пятая команда?

8Т3. В коммерческом турнире по футболу участвовало пять команд. Каждая должна была сыграть с каждой ровно один матч. В связи с финансовыми трудностями организаторы некоторые игры отменили. В итоге оказалось, что все команды набрали различное число очков, и ни одна команда в графé набранных очков не имеет нуля. Какое наименьшее число игр могло быть сыграно в турнире, если за победу начислялось 3 очка, за ничью – 1 очко, за поражение – 0 очков?

8Т4. В шахматном турнире участвовали два ученика 7 класса и несколько учеников 8 класса. Каждые два участника сыграли друг с другом по одной партии, за победу присуждалось 1 очко, за поражение – 0 очков, за ничью – 1/2. Семиклассники в сумме набрали 8 очков, а каждый из восьмиклассников набрал одно и то же число очков. Сколько восьмиклассников участвовало в турнире?

8Т5. В соревнованиях участвуют 10 фигуристов. Соревнования судят трое судей следующим способом: каждый судья по-своему распределяет между фигуристами места (с первого по десятое), после чего победителем считается фигурист с наименьшей суммой мест. Какое наибольшее значение может принимать эта сумма у победителя (победитель единственный)?

Ответы, указания, краткие решения

В качестве иллюстрации сначала приведем ответы для 6 класса в виде таблицы, а затем для всех классов ответы с указаниями или решениями.

6 класс

	
	6 баллов
	9 баллов
	12 баллов
	15 баллов

	Арифме​тика
	Задача 6А1

18
	Задача 6А2

22, 23, 24
	Задача 6А3

10
	Задача 6А4

108

	Доски
	Задача 6Д1

m = 11,
n = 9
	Задача 6Д2
12
	Задача 6Д3
48
	Задача 6Д4
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	Логика
	Задача 6Л1
Билл
	Задача 6Л2

Один
	Задача 6Л3

1005 рыцарей
1006 лжецов
	Задача 6Л4

Толя

	Комби​на​торика
	Задача 6К1

129
	Задача 6К2

148
	Задача 6К3

1 грамм
	Задача 6К4

4


6А1. 18 служащих. Указание. В конце демократов на 6 больше, чем республиканцев.

6А2. 22, 23 или 24. Указание. Какие квартиры на 4 этаже, если на каждом этаже по 6 квартир? А если по 7?

6А3. 10 г. Указание. Каков наименьший возможный вес 9 гирек? А наибольший? Какова наибольшая разница между этими весами?

6А4. 108. Решение. Такое число кратно 3, значит, и его сумма цифр кратна 3. При умножении её на 12 получим число, кратное 9. Значит, и сумма цифр кратна 9. У трехзначных чисел сумма цифр не более 27, то есть возможны суммы цифр 9, 18 или 27. Умножая эти суммы на 12, видим, что подходит только  9∙12 = 108.

6Д1.  m = 11,  n = 9.  Решение. Если  n ≥ 10,  то 49 в пятой строке или выше, а если  n ≤ 8,  то оно в 7-й строке или ниже. Значит,  n = 9,  тогда 96 – в 11-й строке.

6Д2. 12 выстрелов. Решение. На доске можно разместить 12 непересекающихся четырехпалубных кораблей (см. левый рис.), поэтому выстрелов не менее 12. Однако любой четырехпалубный корабль накрывает одну из 12 закрашенных  клеток (см. правый рис.), поэтому достаточно обстрелять их.

6Д3. 48 фишек. Решение. Большую черную диагональ пересекают 8 «нечетных» черных диагоналей, на каждой должна быть пустая клетка, итого есть не менее 8 пустых черных клеток. Аналогично, есть не менее 8 пустых белых клеток, итого не менее 16. Оставив пустыми 16 клеток на двух больших диагоналях, мы получим искомый пример.

6Д4. 3-мя прямыми. Решение. Внутри квадрата проходит 3 вертикальных и 3 горизонтальных линии сетки. Для того чтобы разрезать следующую клетку, прямая должна пересечь одну из этих линий. Поэтому она разрежет не более 7 клеток, и двух прямых не хватит. Пример с 3-мя прямыми см. на рис.

6Л1. Билл. Решение. Если Сэм прав, то он не крал мустанга, и по условию лжет. Значит, Сэм точно лжет, поэтому ни он, ни Джо мустанга не крали.

6Л2. «Один». Решение. Если первый прав, то второй – лжец, но прав. Значит, первый лжет, и хотя бы один рыцарь есть. Если второй – лжец, то третий – рыцарь, и тогда второй таки прав. Значит, второй – рыцарь, тогда третий – тоже, откуда ответ. 

6Л3. 1006 лжецов, 1005 рыцарей. Решение. Не все лжецы, иначе все они сказали правду. Есть рыцарь, значит, лжецов – не менее 1006. Но лжец врет, значит, кроме него, есть не более 1005 лжецов. Поэтому лжецов ровно 1006.

6Л4. Толя. Решение. Дима неправ, иначе неправы трое: Юра, Толя и либо Андрей, либо Витя. Толя неправ, иначе неправы трое: Дима, Андрей и Витя. Поскольку и Дима, и Толя неправы, то Андрей и Витя оба правы. Раз пирог испек не Витя, то Толя.

6К1. 129 прямоугольников. Указание. Для каждого из трех видов прямоугольника – квадрата 2×2, вертикальной полоски 4×1 и горизонтальной полоски 1×4 – определите все возможные положения его левой верхней клетки.

6К2. 148 конфет. Решение. Пример. 50 шоколадных, 49 ирисок, 49 леденцов. Здесь конфет каждых двух видов в сумме меньше 100. Оценка. Если из мешка можно вынуть 149 конфет, то какого-то вида меньше 50, значит, остальных двух – не менее 100.

6К3. Только 1 г. Указание. Каждый раз вес чаши уменьшался как минимум на 2 г.

6К4. За 4 концерта. Решение. Каждый должен послушать 5 человек, итого есть 5∙6 = 30 пар «слушатель-выступающий». На одном концерте реализуются не более 9 пар, максимум – когда трое слушают, трое выступают. Поэтому трех концертов не хватит. А четырех достаточно, например, при таких составах слушателей 125, 136, 234, 456. 

7А1. 126. Указание. Действуем с конца. Чтобы узнать число точек до одного уплотнения, надо прибавить 1 и разделить на два. Такую операцию надо сделать трижды.

7А2. 5. Указание. Действуем с конца. Чтобы «откатать» результат одной игры, выигравший отдает проигравшему столько монет, сколько у того есть.  Такую операцию надо сделать трижды.

7А3. 21 мальчик, 24 девочки. Указание. Отношение числа мальчиков к числу девочек равно (3,6 – 3,25):(4 – 3,6) = 7:8. поэтому общее число семиклассников кратно 15.

7А4. Через 24 сек. Решение. За минуту мама выжмет 200 г сока, Аня – 150, а Андрюша выпьет 100. Поэтому в сосуде будет 250 г. Значит, через 2/5 мин будет 100 г.

Замечание. Эта задача не равносильна такой:

Чтобы испечь 100 блинов, маме требуется 30 минут, а Ане – 40 минут. Андрюша готов съесть 100 блинов за час. Мама с Аней пекут блины без остановки, а Андрюша непрерывно их поедает. Через какое время после начала этого процесса на столе окажется ровно 100 блинов?

Разница в том, что сок можно пить с первого момента, а блины Андрюша начнет есть не раньше, чем первый блин будет испечен.

7А5. 2 часа. Решение. Если t – искомое время, то путь по ровному месту равен 4t, а по неровному –  24 – 4t.  Но путь вверх равен пути вниз, то есть равен 12 – 2t,  поэтому общее время  t + 
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Замечание. Можно обойтись и без уравнения: если бы путь все время шел по ровному месту, пионеры потратили бы 6 часов; на каждом километре горного пути (полкилометра туда и обратно) они теряют  10 + 6 – 15 = 1 минуту. Значит, горного пути было 16 км, а пути по ровному месту – 8 км.

7К1. 33. Решение. Оценим число синих лампочек. Рядом с каждой синей лампочкой не более двух красных, поэтому синих лампочек не меньше трети, то есть не меньше 17. Пример на 17 синих: синие на 2-м, 5-м, 8-м, …, 50-м местах.

7К2. 51-я строка, 50-й столбец. Решение. Строки «уходят» парами, наиболее удаленными от середины, поэтому последними останутся 50-я и 51-я строки. Закрашено с каждой стороны по 49 строк, значит, и по 49 столбцов. В оставшемся прямоугольнике последней будет покрашена левая нижняя клетка. 

7К3. 28. Указание. Для каждой встречающейся суммы цифр есть ровно одно замечательное число.

7К4. На 20. Решение. Если частей меньше 20, то при 10 гостях кому-то достанется лишь одна часть, а она – не более 1/11. Подходит разрезание на 20 частей: 10 частей весом 1/11 и 10 частей весом 1/110.

7К5. 11 партий. Решение. Из каждых двух партий подряд 1-й игрок хотя бы в одной должен участвовать, значит, партий было не более  2(10 + 1 = 21.  Следовательно, была сыграна всего 21 партия, и 2-й участвовал в каждой. Поэтому 3-й сыграл  21 – 10 = 11 партий.

7Г1. 110º. Указание. Часовая стрелка делает 1/12 оборота в час, то есть полградуса в минуту. Искомый угол равен разности углов, на которые повернулись стрелки с 12 ч до 12:20.

7Г2. 7 или 9. Указание. Треугольники ABM и CBN – равнобедренные. Рассмотрите два случая:  BA > BC  и  BA < BC.

7Г3. 110(. Указание. Пусть K – такая точка на луче BM, что  BM = MK.  Тогда
ABM = CKM,  BKC – равнобедренный и углы в нем считаются.

7Г4. 5. Указание.  MH = MC  (  (MHC = (MCH = 2(MAH  (  (AMH = (MAH  (
AH = MH.

Замечание. Если есть уверенность, что ответ единственный, то для правильного треугольника он очевиден. Если уверенности нет, но и времени не остается, то можно рискнуть…
7Г5.  (A = 50(,  (B1 = 95(,  (C1 = 35(.  Указание. Из подсчета углов видно, что BCC1 – равносторонний, а BCB1 – равнобедренный, поэтому  CB = CC1 = CB1 и  B1C1C – тоже равнобедренный. Далее счет углов.

7Ц1.  31 + 62 + 93.  Указание. Каждое слагаемое должно быть делителем числа 186. Идеология. Разделив равенство на 186, получим представление 1 в виде суммы трех различных дробей с числителем 1, а такое представление единственно:  1 = 1/2 + 1/3 + 1/6. Наоборот, умножив представление 1 на 186, получим искомую сумму.

7Ц2. 50 чисел. Решение. 50 двоек подходят. Если чисел не более 49, их можно разбить не более чем на 7 групп, в каждой из которых – не более 7 чисел, поэтому сумма не более  
7∙14 = 98.

7Ц3. 6, 8 и 9. Указание. Пусть это цифры a, b, c. Указанная сумма равна  22(a + b + c)  (
a + b + c = 23.

7Ц4. –1. Указание. Покажите, что в любой четверке чисел подряд сумма первого и последнего равна 0.

7Ц5. 2 или 9. Решение. 666666 кратно 1001, значит, кратно 7, аналогично 555555. Вычитая числа вида 6666660…0, уберем слева все шестерки, кроме двух последних. Аналогично, заменим на нули все пятерки, кроме двух первых, а затем зачеркнем все последние нули. Задачу свелась к равносильной с числом 66?55. Вычитая 55∙1001, и зачеркнув два последних нуля, сведем к числу 11?. На 7 делятся только числа 112 и 119.

7КГ1. 98. Указание. Неокрашенные кубики образуют куб меньшего размера.

7КГ2. На 200 отрезков. Указание. Посчитайте, во скольких внутренних точках пересекают диагональ линии сетки.

Сравни с 6Д4.

7КГ3. 14. Указание. Каждое звено может пересекать все звенья, кроме двух соседних.

7КГ4. 20. Решение. Решение. Пусть есть s шестиугольников и p пятиугольников. Считая двумя способами стороны, по которым черные лоскуты граничат с белыми, получаем  3s = 5p. Отсюда  p:s = 3:5  и  s = 20.

7КГ5. 11 уголков. Решение. Разобьем доску на квадратики 2×2. В каждом покрыто уголками не менее двух клеток, всего не менее 32 клеток. Значит, уголков не менее 11. Пример – на рисунке.

Рубрикатор

Варианты 2011 г.

Личная олимпиада

6 класс: 84, 139, 105, 7, 141, 108, 124, 45, 40

7 класс: 115, 143, 89, 130, 160, 67, 47, 161, 9

8 класс: 115, 183, 130, 71, 176, 67, 47, 154, 9

Командная олимпиада

6 класс: 118а, 145а, 66, 6, 111, 80, 107, 34а

7 класс: 118а, 145б, 66, 122, 33, 123, 162, 163

8 класс: 118б, 145в, 94, 3, 33, 123, 177, 178

Матбои

1 тур

Лига 6 классов: 20, 48а, 49, 53, 68а, 83, 109, 138б

Лига 6-7 классов: 14, 18, 20, 32, 49, 83, 138а, 152

Первая лига 7 классов: 18, 20, 49, 83, 88, 109, 138а, 165

Высшая лига 7 классов: 20, 68б, 78, 88, 93, 138а, 164, 166

Первая лига 8 классов: 18, 68б, 78, 88, 109, 125, 166, 180

Высшая лига 8 классов: 48б, 68б, 78, 88, 93, 125, 180, 188

2 тур

Лига 6 классов: 30, 31, 44, 57, 72, 81, 119, 132

Лига 6-7 классов: 2, 50, 55, 72, 81, 104, 135, 140

Первая лига 7 классов: 2, 55, 72, 81, 104, 119, 167, 186б

Высшая лига 7 классов: 11, 30, 57, 63, 72, 117, 168, 186а,

Первая лига 8 классов: 30, 63, 92, 99, 117, 126, 181, 182

Высшая лига 8 классов: 28, 30, 63, 99, 117, 126, 168, 182

3 тур

Лига 6 классов: 12а, 21, 23, 56, 86, 90а, 112, 153

Лига 6-7 классов: 1, 37, 51, 90а, 110, 121а, 133, 153

Первая лига 7 классов: 1, 12a, 51, 90б, 110, 121б, 133, 169

Высшая лига 7 классов: 12б, 21, 56, 77, 90в, 112, 169, 170

Первая лига 8 классов: 12б, 46, 56, 77, 90в, 127, 184, 186в

Высшая лига 8 классов: 12б, 17, 46, 77, 96, 170, 127, 184

Финал

Лига 6 классов. Финал 1: 24, 26, 27, 29б, 54, 60, 69б, 120а

Лига 6 классов. Финал 2: 24, 26, 27, 29а, 54, 60, 69а, 120а

Лига 6-7 классов: 5, 24, 27, 29а, 54, 69а, 85, 106

Первая лига 7 классов: 24, 27, 54, 59, 69а, 102а, 106, 171

Стыковые бои 7-8 классов: 24, 27, 29б, 102б, 120а, 156, 172, 173, 

Высшая лига 8 классов: 52, 116, 34б, 120б, 128, 156, 172, 189
Избранное 2008–10 гг.

2008 год

10, 41, 42, 43, 58, 61, 65, 75, 76, 97, 114, 136, 137, 144, 150, 151, 158, 174, 175, 179

2009 год
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2010 год

13, 15, 22, 25, 35, 62, 64, 70, 74, 79, 82, 87, 98, 100, 103, 134, 142, 146, 148, 149 
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Правила личной устной олимпиады

Традиционные правила устной олимпиады (с разбиением задач на «довывод» и «вывод») рассчитаны скорее на общегородскую олимпиаду с большим количеством малоопытных участников. Таким участникам важнее себя быстро попробовать, а в случае неудачи – побыстрее закончить и разойтись по домам. Жюри же экономит силы для бесед с более успешными решателями.
На турнире же все участники достаточно мотивированы и готовы сражаться «до конца», а расходиться им особенно некуда. Поэтому были выбраны правила Московской устной олимпиады, придуманные Е.А.Чернышёвой. Благодаря им на олимпиаде почти нет нулевых результатов, а также нет проблемы, как избавляться от помех со стороны «досрочно закончивших» школьников.
Олимпиада длится 3,5 часа (для 6 класса) и 4 часа (для более старших классов). 9 задач олимпиады разбиты на три листка по три задачи в каждом. В начале олимпиады каждый участник получает только первый листочек. Решив хотя бы одну из задач, он должен пойти сдать её жюри. На то, чтобы сдать каждую задачу, есть три попытки. Как только ученику будет зачтена хотя бы одна задача первого листка, он получает второй листок. После решения хотя бы одной из задач второго листка ученик получает третий листок. При этом ученик может продолжать решать и сдавать задачи предыдущих листков.

Задачи первого листка оцениваются в 7 баллов, второго – в 10 баллов, третьего – в 13 баллов. Каждая неудачная попытка ведет к уменьшению стоимости задачи на 1 балл. После трех неудачных попыток по задаче выставляется 0 баллов и дальнейшие попытки рассказа этой задачи не допускаются.

Победители определяются по сумме всех полученных баллов.

Курьезы на турнирах

В турнирах им. Савина участвуют команды начиная с шестого класса. Неудивительно, что некоторые участники еще не очень твердо понимают правила или суть математического доказательства. Иногда это проявляется в виде неожиданных забавных вопросов или заявлений.  Забавные случаи нередки, надо только суметь их увидеть… 

К сожалению, иррационально

Во время подготовки к матбою к члену жюри прибегает школьник. «Скажите, а корень из двух – число иррациональное?» – «Да». – «Эх, жаль!» – восклицает школьник и убегает.

Как лучше складывать 

Умный семиклассник любил применять формулы из программы 8-го и 9-го класса, однако, при ссылке на них во время доклада оппоненты ловили его на неточностях формулировок. Как-то при рассказе решения он выписал полтора десятка членов арифметической прогрессии, затем сообщил их сумму. Оппонент, ища к чему придраться, поинтересовался: «Скажите, а как вы нашли эту сумму?» Наученный горьким опытом, докладчик не стал ссылать на известную формулу, а сделал невинное лицо и ответил: «Столбиком».

Контрпримеры

Выслушав на матбое докладчика, оппонент заявил: «У меня есть контрпример». – «Подумаешь! – не испугался докладчик. – У меня тоже есть контрпример!»
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