Matteragattan den 20 februari 2008

Gymnasium, åk 2

Omgång 1 (20 minuter, 6 poäng per uppgift)

1.1 Bestäm värdena på koefficienterna a och b för att likheten 
(x2+ax+2)(x+3)=(x+b)(x2+5x+6) ska gälla för alla värden på x.
Lösning. Likheten gäller för alla värden på x omm samtliga koefficienter stämmer. Konstanta termer i högerled och vänsterled är 6 respektive 6b, således b=1. Sätter man i b=1 och jämför termer med x, så får man 2x+3ax=6x+5x, således 3a+2=11, a=3. 

1.2 Placera 6 punkter i ett plan på ett sådnat sätt att varje tre av dem är hörnpunkter i en likbent triangel.

Lösning. Till exempel, hörnen och medelpunkten i en regelbunden femhörning. Där är alla sidor lika med varandra, likaså diagonaler och radier. I varje triangel ingår antingen 2 sidor av femhörningen elle två diagonaler eller två radier.
1.3 På en ö bor det enbart lögnare och sanningsägare (lögnarna ljuger alltid och sanningsägarna talar alltid sanning). En hövding ville veta hur många lögnare resp. sanningsägare det fanns i hans stam, så han beordrade 8002 öborna ställa sig i par och frågade varje bybo: ”Är du ihopparad med en lögnare eller en sanningsägare?”. Hövdingen redovisade sedan resultatet: ”lika många svarade att de är ihopparade med en lögnare som med en sanningsägare”. Är hövdingen en lögnare eller en sanningsägare?

Lösning.  I ett par där öborna är av samma slag svarar de båda ”Med en sanningsägare”.  I ett  par där öborna är av olika slag svarar de båda ”Den är en lögnare”.  Hövdingens påstående innebär att de finns lika många blandade som oblandade par. Detta strider dock mot att det totala antalet  par  är 4001 alltså är ojämnt. Således är hövdingen en lögnare.
Omgång 2 (20 minuter, 7 poäng per uppgift)

2.1 Lös ekvationen 1-(2-(3-(...(1998-(1999-(2000-x))...))) = 1000

Lösning.  Vi ska lösa ekvationen “backlänges”. 
2-(3-(...1998-(1999-(2000-x))...))=1–1000= –999.

3-(...1998-(1999-(2000-x))...)=2–(–999)=1001.

Titta, högerledet höjades med 1 efter två steg.

Så blir det alltid såsom ekvartionen k–((k+1)–Y))=a ger Y=a+1 (här står Y för det inre uttrycket).

Så snart vi utgör 2000 steg baklänges kommer vi att få x=1000+1000=2000.

2.2 På sidorna AB, BC, AC i triangeln ABC ligger punkter D, E respective F sådana att  ADEF är en romb. Det är känt att BD=32 cm, CF=50 cm. Bestäm AD.

Lösning.  Beteckna AD=x. ADEF är en romb medför att även DE=EF=x. Såsom DE||AC, så är altenatvinklarna BED och ECF lika stora. Helt analog (DBE=(FEC. Således är trianglarna DBE och FEC likformiga. Så gäller DB/DE=FE/FC eller 32/x=x/50, vilket medför att x2=32(50=1600 och x=
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=40 cm.


2.3 5 personer tävlade i en schackturnering där varje par spelade exakt en gång mot varandra. För en seger får man 1 poäng, spelar man oavgjort 0,5 poäng och förlorar man så får man 0 poäng. Det är känt att hälften av alla spel slutade oavgjort och att den som kom sist i turneringen förlorade alla spel. En spelare fick totalt 3 poäng, på vilken plats kom denne?

Lösning.  Det totala antalet spel är 10 således blev det 5 stycken oavgjort. Dessa 5 oavjorda spel utspelades mellan de 4 första spelare. Men totalt spelade de 4 första 6 spel mot varandra, så det blev endast ett spel de emellan som slutade med en seger. Låt det blev spelaren A som vann detta spel. A har två seger och två oavgjort, sammanlagt 1+1+0,5+0,5=3 poäng. Alla andra har högst en seger var vilket ger högst 1+0,5+0,5+0,5=2,5 poäng. Således tog spelaren A den första platsen.  
Omgång 3 (25 minuter, 9 poäng per uppgift)

3.1 I ett bilrace deltog tre stora namn: Saab, Volvo och Mercedes. De startade på samma ställe och körde identiska banor mot mål. Volvo startade 10 minuter efter Saab, Mercedes 20 minuter efter Volvo. Alla körde med konstanta hastigheter. Mercedes körde om Volvo 30 minuter efter sin egen start, och efter ytterligare 10 minuter körde den om Saab.  Bestäm hur länge efter starten som det tog för Volvo att köra om Saab. 

Lösning.  Låt Saab, Volvo och Mersedes köra med hastigheter s, v respective m. När Mersedes kom ifatt Volvo så hade den varit i rörelse 30 min medan Volvo hade varit i rörelse 50 min, således 50v=30m. När Mersedes kom ifatt Saab så hade Mersedes varit i rörelse 40 min medan Saab varit i rörelse 70 min, således 70s=40m. Om Volvo skall komma ifatt Saab om x minuter efter sin start så skall det vara xv=(x+10)s. Vi sätter in v=3m/5, s=4m/7 och får då 3mx/5=4(x+10)m/7 eller 21x=20(x+10) som ger oss x=200 min.  
3.2 I triangeln ABC är har man dragit medianen BM och höjden CH. Det är känt att MH=10 cm. Bestäm  AC. 

Lösning.  Drag en omskriven cirkel kring triangeln ACH. Såsom (AHC=90( är AC en diameter, så är M medelpunkten och MH en radie. Då är AC=2MH=20 cm. 

3.3 Andragradsekvationen x2 + ax + 1 = b har två rötter som är positiva heltal. 

Kan a2 + b2 vara ett primtal? 

Lösning.  Nej. Rötterna är
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. Således x1+x2=–a, x1x2=
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=1–b. Då är a2 + b2=( x1+x2)2+(1– x1x2)2=( x12+1) ( x22+1) som är en produkt av två heltal större än 1, alltså ej ett primtal.
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