Турнир математических боев журнала «Квант», 2000 год


Математика 6-8
Материалы
заключительного конкурса
журнала «Квант»
2000 год

(задачи и решения)
Кострома
2000

Сборник материалов заключительного конкурса шестого турнира «Математика 6–8» журнала «КВАНТ».

Составитель — Д.А. Калинин.

© Жюри турнира
«Математика 6-8», 2000
© Калинин Д.А.
Предисловие
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Турнир состоял из устной личной олимпиады и цикла математических боев.

Победителем турнира стала команда Кирова, дипломами второй степени были награждены команды Харьков-Эврика и Харьков-27, дипломами третьей степени — команды Москва-1 и города Нижнего Новгорода. Грамоты за успешное выступление в турнире получили команды Москва-2 и города Иванова.

Подробнее о системе проведения турнира боев, о результатах личной олимпиады сказано в приложении.

Благодарим Самарский муниципальный университет Наяновой, коммерческий банк «Солидарность», а также лично М.В. Наянову, А.Н. Савина и всех, способствовавших успешному проведению турнира. Призы для награждения участников турнира предоставили редакция журнала «Квант» и издательство «МИРОС».
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Задачи

Олимпиада (29 июня)

1. Петя отправился пешком из лагеря в поселок. В 12:00, когда Петя был в a км от лагеря, его нагнал велосипедист, посадил и подвез, высадив в a км от поселка. После этого Петя пришел в поселок в 14:00. Сколько времени потребуется Пете на обратный путь пешком, если известно, что на велосипеде его везли с вдвое большей скоростью, чем он ходит пешком? 

(А. Шаповалов, Швеция)

2. Внутри остроугольного треугольника ABC, в котором угол A равен 40(, взята точка M такая, что (CMB = 110(. Серединные перпендикуляры к отрезкам BM и CM пересекают стороны BA и CA в точках P и Q. Докажите, что точки P, M и Q лежат на одной прямой. 

(Д. Калинин, г. Кострома)

3. В книге встретилось несколько дат, каждая записана шестью цифрами (сегодня, например, 29.06.00). Могло ли случиться, что каждая цифра от 0 до 9 встретилась одинаковое число раз?

(А. Шаповалов)

4. На некотором поле шахматной доски стоит король. Двое по очереди передвигают его по доске. Запрещено возвращать короля на поле, где он был только что. Выигрывает игрок, после чьего хода король окажется на поле, где он уже побывал. Кто из игроков может обеспечить себе победу при любой игре противника? 

(И. Акулич, г. Минск)

5. Два пересекающихся выпуклых четырёхугольников ABCD и KLMN образуют фигуру, состоящую из восьмиугольника и восьми треугольников (например, как на рисунке 1). Высоты этих треугольников, опущенные из вершин A, B, C, D, K, L, M и N, равны. Докажите, что у четырёхугольников ABCD и KLMN равны периметры и равны площади.

(В. Произволов, г. Москва)

6. Дано множество M из n элементов, в котором выбрано несколько подмножеств. Известно, что любое невыбранное подмножество множества М представляется в виде пересечения некоторых выбранных подмножеств. Какое наименьшее число подмножеств могло быть выбрано? (Не забудьте, что множество M является подмножеством самого себя).

(А. Скопенков, г. Москва)

7. Дано несколько различных натуральных чисел. Известно, что среди любых трех из них можно выбрать два так, чтобы одно делилось на другое. Докажите, что все числа можно покрасить в два цвета так, чтобы для любых двух чисел одинакового цвета одно делилось на другое. 

(Е. Черепанов, г. Рыбинск)

Первый тур (26 июня)

8. Решите арифметический ребус СТО ( СТО = СЕКРЕТ. 

(И. Григорьева, г. Казань)

9. Заведенный механический будильник звенит, когда часовая стрелка совпадет со стрелкой будильника. Петя завел будильник на некоторое время с целым числом минут. Проснувшись раньше звонка, Петя обнаружил, что часовая стрелка направлена по биссектрисе угла между минутной и стрелкой будильника. Через три минуты, когда стрелка будильника оказалась биссектрисой угла между часовой и минутной стрелками, Петя встал, не дождавшись звонка. На какое время был заведен будильник? 

(А. Шаповалов)

10. Пусть n — произвольное натуральное число. Докажите, что число n! представимо в виде произведения двух натуральных чисел, различающихся между собой не более чем вдвое. 

(С. Конягин, г. Москва)

11. Положительные числа a, b, c таковы, что наибольшее из них равно наибольшему из чисел a2/b, b2/c, c2/a. Докажите, что a = b = c.

(В. Сендеров)

12. В трапеции ABCD длины оснований AD и BC равны 1 и 2001 соответственно, а длина AB равна 2000. На прямой AD отметили точку E, равноудаленную от вершин C и D. Найти DE.

 (Л. Молоков, г. Кострома)

13. Две точки поверхности куба, отличные от его вершин, соединены ломаной наименьшей длины, звенья которой лежат на поверхности куба. Докажите, что ломаная не проходит через вершину куба.

(С. Тасмуратов, г. Астрахань)

14. В ряд слева направо были выставлены гирьки массами 1 г, 2 г, …, 13 г. Из них осталось только семь подряд стоящих, а остальные шесть гирек потеряны. Можно ли за два взвешивания на чашечных весах определить массы оставшихся гирек?

(С. Токарев, г. Иваново)

15. В клетках таблицы 5 ( 5 расставлены числа. Для каждой клетки нашли сумму ее числа и чисел всех соседних клеток (соседними считаем клетки, имеющие общую сторону или вершину). В каких клетках числа можно определить, зная эти суммы, а в каких — нельзя?

(С. Волченков, г. Ярославль)

Второй тур (27 июня)

16. Найдите три таких последовательных целых числа a, b, с, чтобы количества корней у уравнений ax2 + bx + c = 0, bx2 + cx + a = 0 и cx2 + ax + b = 0 были разным.

 (А. Шаповалов)

17. На стороне BC параллелограмма ABCD взяли точку M такую, что BM:MC = 2:1. Луч DM пересекает прямую AB в точке E, а луч OM пересекает прямую CD в точке F, где O — точка пересечения диагоналей параллелограмма. Докажите, что прямые EF и BD параллельны.

 (Д. Калинин)

18. В каждой вершине кубика написано число. Про каждое из этих чисел, за исключением одного, известно, что оно на единицу больше среднего арифметического всех своих соседей (то есть чисел, соединенных с ним ребром). На сколько оставшееся число отличается от среднего арифметического своих соседей?

(О. Петрачков, г. Кострома)

19. Окрасили бесконечный лист клетчатой бумаги, кроме квадрата 7 ( 7. Вася в этом квадрате покрасил клетку, у которой ровно одна соседняя (по стороне) клетка окрашена, затем еще одну клетку, у которой теперь ровно одна соседняя клетка окрашена, и так далее. Какое наибольшее количество клеток таким образом может покрасить Вася?

 (Д. Калинин)

20. Есть 101 банка консервов массами 1001 г, 1002 г, ..., 1101 г. Этикетки с весами потерялись, но завхозу кажется, что он помнит, какая банка сколько весит. Он хочет убедиться в этом за наименьшее число взвешиваний. Есть двое чашечных весов: одни точные, другие — грубые. За одно взвешивание можно сравнить две банки. Точные весы всегда показывают, какая банка тяжелее, а грубые — только если разница больше 1г (а иначе показывают равновесие). Завхоз может использовать только одни весы. Какие ему следует выбрать?

(А. Шаповалов)

21. Бивис и Батт-Хед за ночь посмотрели три программы видеоклипов. Первая программа содержала в полтора раза меньше клипов, чем вторая, а всего в трёх программах было 200 клипов. Из всего просмотренного Бивису понравилась лишь пятая часть клипов первой программы и половина клипов второй программы. Батт-Хеду понравилось столько же клипов, сколько и Бивису, в том числе все клипы третьей программы. Сколько клипов им не понравилось?

 (И. Акулич)

22. Существуют ли два различных натуральных числа a и b, что a20 + b20 делится на a + b, a2 + b2, a3 + b3, ..., a19 + b19?

(Е. Черепанов)

23. Имеются четыре палочки. Известно, что из них можно сложить четырехугольник, диагонали которого перпендикулярны. Докажите, что из них можно сложить четырёхугольник с двумя прямыми углами.

(Л. Смирнова, г. Киров)

Третий тур (28 июня)

24. В ряд записаны 2000 различных натуральных чисел. Известно, что для любого натурального k ( 2000 сумма любых k чисел, записанных подряд, делится на k. Найдите наименьшее возможное значение суммы всех 2000 чисел. 

(И. Акулич)

25. В треугольнике ABC через середину биссектрисы угла B проведена прямая, перпендикулярная ей. Может ли эта прямая пересекать отрезок AC?

 (В. Замков, г. Липецк)

26. Коля и Петя играют в морской бой по измененным правилам. У каждого из них имеется квадратное клетчатое поле 10 ( 10. Петя расставляет на своем поле корабли размером 1 ( 3, а Коля на своем — корабли размером 1 ( 4. Корабли не должны соприкасаться даже в вершинах. Победителем считается тот, кто расставил больше кораблей. Может ли кто-нибудь из игроков гарантировать себе победу?

(В. Каскевич, г. Минск)

27. Есть несколько кусков сыра разного веса и разной цены за килограмм. Докажите, что можно разрезать не более двух кусков так, что после этого можно будет разложить все куски на две кучки одинакового веса и одинаковой стоимости. 

(А. Шаповалов)

28. Александр Васильевич утверждает, что любые шесть последовательных целых чисел можно расставить вместо вопросительных знаков в систему уравнений 
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так, что система будет иметь решение в целых числах. Прав ли он? 

(А. Шаповалов)

29. На прямой горизонтальной линии через каждый метр поставили 100 вертикальных отрезков (в одну полуплоскость), суммарная длина которых 1 км (некоторые отрезки могут иметь нулевую длину). По верхушкам всех отрезков натянули леску (рисунок 2). Какую наибольшую площадь может иметь фигура, ограниченная леской, прямой и крайними отрезками?

(Д. Калинин)

30. Стоимость игры на игровом автомате в казино составляет 2000 долларов. При уплате игроком этой суммы автомат включается и выбрасывает 10 фишек, среди которых могут быть красные, белые и синие. Каждую красную фишку можно обменять в кассе на 1 доллар, каждую белую — на 300 долларов, а синюю фишку можно опустить в щель автомата, и тот снова включится, выбросив 10 фишек. Игра продолжается, пока у игрока не кончатся синие фишки. В конце игры выяснилось, что игрок остался при своих — ничего не выиграл и ничего не проиграл. Сколько раз включался автомат?

 (И. Акулич)

31. На собрании аборигенов — лжецов и рыцарей — путешественник пытается определить самого старшего. Ему известно, что среди присутствующих лжецов и рыцарей поровну, а также, что возрасты всех различны. Ему разрешается выбрать любую группу из нескольких (более одного) аборигенов и спросить любого из присутствующих, кто в этой группе самый старший. 

Докажите, что при любом количестве аборигенов путешественник не сможет гарантированно определить самого старшего, сколько бы вопросов он ни задавал. (Рыцари всегда говорят правду, а лжецы всегда врут).

(А. Шаповалов)

Четвертый тур (30 июня)

32. Два натуральных числа таковы, что их сумма, их разность, а также частное от деления одного из них на другое являются факториалами. Найдите все такие пары. 

(И. Акулич)

33. Дан правильный треугольник со стороной 1. Ломаная строится по следующему правилу: из точки на стороне восстанавливается перпендикуляр до пересечения с какой-либо из сторон, из полученной точки пересечения снова восстанавливается перпендикуляр и так далее. Найдите все точки на сторонах треугольника, стартовав из которых, ломаная рано или поздно пройдет через вершину треугольника.

(А. Шаповалов)

34. Отрезки AC и BC равны и перпендикулярны. Найдите множество таких точек M, для которых (AMC = (CMB.

(А. Егоров, г. Москва)

35. Решите уравнение в положительных числах: (x + y + z)2 = x3 + y3 + z3 + 12.

(А. Эвнин, г. Челябинск)

36. Есть набор гирек массами 1г, 2г, 3г,..., 50 г и чашечные весы. Двое играющих по очереди перекладывают на весы по одной гирьке из набора, каждый на свою чашу. После хода каждого игрока его чаша должна перевесить. Выигрывает тот, кто не сможет сделать очередного хода. Кто из игроков может гарантировать себе победу независимо от игры противника? 

(А. Шаповалов)

37. Окружность, вписанная в равнобедренный треугольник, касается его основания в точке D, а боковых сторон — в точках E и F. Прямая, проходящая через точку E параллельно прямой DF, повторно пересекает вписанную окружность в точке P. Докажите, что точка P лежит на средней линии треугольника. 

(Д. Калинин)

38. В Цветочном Городе живут 2000 коротышек. Каждый коротышка каждый день дарит подарок каждому своему другу. Во избежание разорения дареное разрешается дарить дальше, но только не тому, кто тебе этот подарок подарил. Знайка подсчитал, что никакой из подарков, который подарили любому коротышке в пятницу, не может вернуться к этому коротышке раньше чем в следующую пятницу. Докажите, что у какого-то коротышки не более 12 друзей.

(Е. Черепанов)

39. Секретный объект представляет собой в плане квадрат 8 ( 8, разбитый коридорами на квадратики 1 ( 1. В каждой вершине такого квадратика находится переключатель. Щелчок переключателя меняет освещенность сразу всех коридоров длины 1, выходящих из этой вершины (в освещенных коридорах свет выключается, а в неосвещенных — включается). Первоначально сторож находится в углу полностью неосвещенного объекта. Он может ходить только по освещенным коридорам и щелкать переключателями любое число раз. 

a) Может ли сторож оказаться в противоположном углу в полностью неосвещенном объекте?

b) Может ли сторож оказаться в другом (но не противоположном) углу в полностью неосвещенном объекте?

(А. Шаповалов)

40. Таблица 3 ( 8 заполнена единицами. За ход можно увеличить на 1 все числа какого-то столбца или все числа какой-то строки. Через какое количество ходов можно получить таблицу, изображенную на рисунке 3? 

(Д. Калинин)

41. Можно ли оклеить куб прямоугольниками так, чтобы каждый из них граничил (по отрезку) ровно с пятью другими? 

(А. Шаповалов)

42. Электронные часы показывают время (часы и минуты) от 00:00 до 23:59. Найдите все такие показания часов, когда число минут, прошедших с полуночи, ровно в 100 раз больше суммы цифр на часах.

(А. Шаповалов)

Финальные бои (1 июля)

43. Доказать, что из бесконечной последовательности 2, 6, 12, ..., n(n + 1), ... можно выбрать 2000 различных чисел (не обязательно идущих подряд), сумма которых является полным квадратом. (В. Замков)

44. Докажите, что если сумма 
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равна 1, то одно из слагаемых равно 0.

 (Д. Калинин)

45. На плоскости отмечено несколько точек. Назовём тройку параллельных прямых красивой, если расстояния между соседними прямыми одинаковы, все отмеченные точки лежат на этих прямых и на каждой прямой найдется отмеченная точка. Какое наибольшее число точек может быть отмечено так, чтобы для них нашлись три красивые тройки прямых?

(А. Шаповалов)

46. Какое наибольшее число ладей можно расставить на шахматной доске так, чтобы каждая била чётное число других? 

(А. Шаповалов)

47. В остром угле AOB между стенками геометрического бильярда расположены два шара P и Q. Если шар P ударить так, что он, отскочив последовательно от стенок AO и BO, столкнётся с шаром Q, то пройденное им расстояние будет таким же, как если его ударить так, что он, отскочив последовательно от стенок BO и AO, столкнётся с шаром Q. Докажите, что шары P и Q расположены на одном луче, проходящем через точку O.

 (В. Произволов)

48. В остроугольном треугольнике ABC наименьший угол A равен 45(; BD — высота треугольника. Окружность с центром в точке O, вписанная в треугольник BCD, касается высоты в точке E. Докажите, что прямая OC параллельна прямой EF, где F — середина AB (рисунок 4). 

(Д. Калинин)

49. При спешной посадке в аэробус пассажиры занимали первые попавшиеся места. В итоге все места оказались заняты, а для любой группы, в которой не более ста пассажиров, среднее арифметическое номеров занимаемых ими мест более чем на единицу отличается от среднего арифметического номеров мест, указанных в их билетах. Каково наименьшее возможное число мест в этом аэробусе? 

(С. Токарев)

50. У каждого из игроков есть стопка карт. Игроки берут по верхней карте из стопок и сравнивают. Если достоинства одинаковы, карты выходят из игры. Если у кого-то карта старше, то он забирает обе карты и кладет их вниз стопки: сначала карту противника, потом свою. Если у кого-то одного кончились карты, он проиграл, в остальных случаях (карты кончились одновременно или игра продолжается бесконечно) — ничья. Игроки разделили полную колоду 36 карт пополам: одному все красные, второму — все черные. Второй подглядел, в каком порядке первый сложил свою стопку. Докажите, что тогда он сможет так сложить свою стопку, чтобы наверняка выиграть.

 (А. Шаповалов, М. Шаповалов, Швеция)

Приложение

Система турнира

Турнир команд проходил по следующей системе.

1. Состоялось 4 тура предварительных математических боев по швейцарской системе.

2. После проведения четырех туров команды распределились по местам. При распределении мест первым критерием было количество очков (за победу давалось 2 очка, за ничью — 1, за поражение — 0), вторым критерием был рейтинг, который определялся как сумма очков всех соперников команды в прошедших четырех турах. 

3. В финальных боях команда, занимавшая первое место, встретилась с командой, занявшей второе место, третье место встретилось с четвертым, …, седьмое место — с восьмым.

4. Победитель первой пары стал обладателем первого диплома, проигравшая команда первой пары и победитель второй пары — второй диплом, проигравшая команда второй пары и победитель третьей пары — третий диплом, проигравшая команда третьей пары и победитель четвертой пары — грамоты за успешное выступление в турнире.

Итоги турнира

Общие итоги олимпиады

Личная олимпиада проходила по традиционной системе устных олимпиад. Вначале школьникам предлагались вводные задачи. Выводные задачи и дополнительное время на решение получали школьники, предъявившие решения трех задач. Результатом школьника считалось количество решенных задач.

Участники, решившие 7 задач, были награждены дипломами I степени, решившие 6 задач — II степени, решившие 5 задачи — III степени, решившие 4 задачи — похвальными грамотами.

	Первые дипломы

	Томин Дмитрий
	8
	Лицей № 33, г. Иваново

	Цымбалюк Александр
	7
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Щербина Татьяна
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Ятченко Артем
	7
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Вторые дипломы

	Бугаев Дмитрий
	7
	Лицей № 64, г. Омск

	Вершинина Анастасия
	8
	ФМЛ, г. Киров

	Гордон Дмитрий
	8
	Академическая гимназия № 45, г. Харьков

	Гринберг Игорь
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Есебуа Георгий
	7
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Зеленская Анна
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Лапина Светлана
	8
	Школа № 180, г. Нижний Новгород

	Никульченко Артем
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Панов Михаил
	8
	Школа № 28, г. Рыбинск

	Петухов Алексей
	8
	Лицей "Вторая школа", г. Москва

	Рагулина Кира
	7
	Лицей "Вторая школа", г. Москва

	Тарасюк Александр
	8
	Гимназия № 10, г. Минск

	Шепельская Варвара
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Третьи дипломы

	Баканов Сергей
	8
	Школа № 32, г. Астрахань

	Басов Андрей
	7
	Лицей "Вторая школа", г. Москва

	Буланов Павел
	8
	Школа № 19, г. Минск

	Васильев Максим
	8
	Лицей № 64, г. Омск

	Вервейко Дмитрий
	7
	Университет Наяновой, г. Самара

	Волков Борис
	7
	Лицей "Вторая школа", г. Москва

	Гринберг Антон
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Игнатьева Ольга
	8
	Школа № 27, г. Чебоксары

	Кислицын Евгений
	7
	ФМЛ, г. Киров

	Кузнецов Кирилл
	8
	НШЛ № 40, г. Нижний Новгород

	Куракин Алексей
	8
	Гимназия-лицей № 2, г. Рыбинск

	Лариков Олег
	8
	Лицей "Вторая школа", г. Москва

	Лебедь Виктория
	8
	Гимназия № 2, г. Минск

	Мешин Юрий
	7
	ФМЛ, г. Киров

	Носович Сергей
	8
	Гимназия № 7, г. Жодино, Минская обл.

	Осянин Станислав
	8
	Гимназия № 26, г. Набережные Челны

	Помелов Артем
	7
	ФМЛ, г. Киров

	Поплавский Михаил
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Рубцов Андрей
	8
	Лицей № 33, г. Иваново

	Свердлик Валерий
	8
	ФМЛ № 27, г. Харьков

	Сидоров Алексей
	8
	Школа № 32, г. Кострома

	Сотнезов Роман
	8
	Школа № 27, г. Чебоксары

	Чалкина Наталия
	7
	Лицей "Вторая школа", г. Москва

	Шаповалова Валентина
	8
	г. Иваново

	Шулятьев Андрей
	8
	Школа № 34, г. Чебоксары

	Щукин Дмитрий
	8
	Школа № 27, г. Чебоксары































































































































































































































































































































































































































































































Рис. 4
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