Личная олимпиада

6 класс

1. Переправа. Две семьи (в каждой муж, жена и сын) хотят переправиться через реку.  Есть двухместная лодка. Грести может только один из мужей. Сыновья могут быть на берегу только вместе с кем-нибудь из взрослых. Женщин нельзя оставлять в одиночестве. Как им всем переправиться на другой берег? (А. Шаповалов)
2. Доминошки. Дан набор доминошек 1(2: 12 красных, 8 синих и 4 белых. Составьте из них квадратную рамку ширины 2 так, чтобы доминошки одного цвета не соприкасались (даже углами). (А. Шаповалов)
3. Триатлон. Утёнок с гусёнком соревновались в триатлоне. Дистанция состояла из оди-наковых по длине участков бега, плавания и полета. Утёнок бежал, плыл и летел с оди-наковой скоростью. Гусёнок бежал вдвое медленнее утёнка, зато плыл вдвое быстрее. Кто и во сколько раз быстрее летал, если и стартовали, и финишировали они одновременно? (И. Раскина по мотивам С. Берлова)
4. Робин-Бобин. В понедельник 1 января Робин-Бобин съел одну конфету, 2 января – 
2 конфеты, и весь год каждый день он ел на одну конфету больше, чем вчера. Однажды Робин-Бобин съел за 2 дня подряд в 7 раз больше конфет, чем в свой день рождения. На какие дни недели выпали эти два дня? (А. Шаповалов)
5. См. задачу 2 для 7-х классов.
6. Цветные шарики. Есть 2013 шариков ровно четырёх цветов. Докажите, что их можно разложить в кучки по 3 штуки в каждой так, чтобы в каждой кучке либо все три шарика были одинакового цвета, либо все три – разных цветов. (А. Шаповалов)
7. Дроби. Произведение шести обыкновенных дробей равно 1. В каждой из дробей либо числитель, либо знаменатель увеличили на 1 так, что произведение не изменилось. Какое наименьшее количество числителей могло быть увеличено? (А. Шаповалов)

8. Муравьи. По проволочному каркасу прямоугольного ящика длиной 5 дм, шириной 4 дм и высотой 3 дм с одинаковыми скоростями бегают три муравья. Они стартовали одновременно из одной вершины и разбежались в трех разных направлениях. Им нельзя встречаться и разворачиваться назад.  Могут ли они через некоторое время оказаться одновременно на одном ребре: двое – в его концах, а третий – ровно посредине ребра? (А. Шаповалов)



9. Парк. Парк в плане представляет из себя клетчатый квадрат 8(8 без четырёх угловых клеток (см. рисунок). Вершины квадратиков – пункты, стороны – дорожки. Петя и Вася играют, гуляя вместе. Сначала Петя выбирает стартовый пункт. Далее на каждом шаге они выбирают дорожку, по которой идут от текущего пункта к следующему, где ещё не были. Дорожки выбирают по очереди, начинает Вася. Кто не может выбрать дорожку, тот проиграл. Кто из мальчиков сможет всегда выигрывать, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)
7 класс

1. Неравноплечные весы. Есть весы, правое плечо которых в три раза длиннее левого. Чтобы уравновесить такие весы, надо на правую чашу положить груз в три раза меньший, чем на левую. Имеется 7 монет, среди которых одна легкая фальшивая. За два взвешивания на этих весах найдите фальшивую монету. (В. Трушков)
2. Точки. На прямой выбраны точки A, B, C, D, E, F и G так, что AB = 1, BC = 2, CD = 3, DE = 4, EF = 5, FG = 6 и GA = 7. При каком расположении точек расстояние между крайними точками самое большое и чему оно равно? (А. Хачатурян)
3. Числа. Саша придумал два целых числа и перемножил их. Затем взял числа, обратные придуманным, и сложил. Полученные сумма и произведение опять оказались обратными числами. Найдите разность модулей Сашиных чисел. (А. Блинков)



4. Треугольный парк. Парк в плане представляет из себя рав-носторонний треугольник, разбитый на 49 меньших равносто-ронних треугольника (см. рисунок). Вершины всех треугольни-ков – пункты, стороны – дорожки. Петя и Вася играют, гуляя вместе. Сначала Петя выбирает пункт старта. Далее на каждом шаге они выбирают дорожку, по которой идут от текущего пункта к следующему, где ещё не были. Дорожки выбирают по очереди, начинает Вася. Кто не может выбрать дорожку, проиг-рал. Кто из них сможет всегда выиг-рывать, как бы не играл соперник? (А. Шаповалов)



5. Арка. Из равных равнобедренных треугольников с углом 45( при вершине и боковой стороной 1 сложили картинку (см. рисунок). Найдите расстояние между точ-ками A и B. (М. Раскин)
6. Цветные шарики. Есть 2013 шариков не менее чем четырёх цветов. Докажите, что их можно разложить в кучки по 3 штуки в каждой так, чтобы в каждой кучке либо все шарики были одинакового цвета, либо все три – разных цветов. (А. Шаповалов)
7. Дроби. Произведение десяти обыкновенных дробей равно 1. В каждой из дробей либо числитель, либо знаменатель увеличили на 1 так, что произведение не изменилось. Какое наименьшее количество числителей могло быть увеличено? (А. Шаповалов)
8. Треугольник. Через вершину B равностороннего треугольника ABC проведена прямая l, не пересекающая сторону АС. Вне треугольника проведены две окружности с центрами Р и Q: одна из них касается стороны BC, прямых l и AC, а другая касается стороны BA, пря-мых l и AC. Докажите, что треугольник PВQ – равнобедренный. (Д. Швецов, Ю. Зайцева, А. Соколов)
9. Игра навылет. 4 мальчика и 4 девочки играют в настольный теннис навылет. Двое играют партию, а остальные образуют очередь. Проигравший партию ставится в конец очереди; а тот, чья очередь подошла, играет с победителем, и так далее. Может ли к некоторому моменту случиться так, что все партии были только между мальчиками и девочками, и каждая с каждым сыграла ровно по одному разу? (А. Шаповалов)
8 класс

1. Равные цифры. На доске записано число 23468. За один ход можно увеличить любые три его цифры на 1 («переходить через десяток» нельзя). Можно ли добиться того, чтобы все цифры числа стали равными? (А. Шаповалов)
2. Окружность. Вписанная окружность касается сторон AB, BC, AC прямоугольного треугольника ABC ((С = 90°) в точках C0, A0, B0 соответственно. СH – высота треугольника ABC. Докажите, что середина отрезка A0В0 равноудалена от точек С0 и H. (Д. Швецов)
3. Бей чужих. На клетчатой доске размером 20(20 расставили 13 белых и 13 черных ладей так, что каждая бьёт ровно одну ладью другого цвета. Докажите, что на доску можно поставить ещё одну белую и одну черную ладьи так, чтобы по-прежнему каждая ладья била ровно одну ладью другого цвета. (Ладьи своего цвета можно бить сколько угодно раз). (А. Грибалко)
4. Земельный вопрос. Прямоугольное поле разделено двумя перпендикулярными прямыми на четыре прямоугольных участка. Стоимость всех участков одинакова. Пьер и Жан купили противоположные участки. Площадь участка Пьера равна сумме площадей трех других участков. Докажите, что цена земли за акр на участке Жана равна сумме цен за акр на остальных трех участках. (Фольклор)
5. Отрезок пополам На стороне АВ треугольника ABC выбраны точки A1 и A2 на Одинаковом расстоянии от вершин А и В, а на стороне BC – точки C1 и C2 на одинаковом расстоянии от В и С (отрезки A1C1 и A2C2 пересекаются). Пусть M, M1 и M2 – середины отрезков AC, A1C1 и A2C2 соответственно. Докажите, что отрезок BM делит отрезок M1M2 пополам. (Ю. Зайцева, А. Соколов)
6. Три коробки. Натуральные числа от 1 до 100 разложили в три коробки. Докажите, что найдутся два числа из одной коробки, разность которых – точный квадрат. (Фольклор)
7. Яблоки. Есть 10 красных и 10 желтых яблок общего веса 1 кг. Известно, что веса любых двух яблок одного цвета отличаются не более чем на 40 г. Все яблоки последовательно разложили на пары «красное с желтым», причем красные выбирали в неубывающем по-рядке, а желтые – в невозрастающем (то есть к самому тяжелому красному добавили самое легкое желтое, ко второму по весу красному – самое легкое из оставшихся желтых, и т. д.). Каков наибольший возможный вес пары? (А. Шаповалов)
8. Вокруг треугольника. Через вершину B равностороннего треугольника ABC проведена прямая l, не пересекающая сторону АС. Вне треугольника проведены две окружности: одна из них касается стороны BC в точке A1, а также прямых l и AC, а другая – касается стороны BA в точке C1, а также прямых l и AC. Докажите, что описанная окружность треугольника A1BC1 проходит через середину стороны AC. (Д. Швецов, Ю. Зайцева, А. Соколов)
9. Очередь. Двое играют в настольный теннис, а ещё несколько желающих образуют очередь. Проигравший партию становится в конец очереди; а тот, чья очередь подошла, играет с победителем, и так далее. Так случилось, что каждый с каждым сыграл ровно по 2 раза. Докажите, что кто-то играл и в самой первой, и в самой последней партии. (А. Шаповалов)
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