Лига 6 классов

Матбой 3

1. Петя и Вася делят два яблока веса 100 и 150 г и одну грушу. Фрукты они не режут. Сначала делил Петя, взяв себе вдвое больше (по весу). Недовольный Вася переделил по-другому, взяв себе в полтора раза больше Пети. Найдите вес груши. (А. Шаповалов)
2. На шахматной доске расставлено несколько черных и белых коней так, что каждый конь (как белый, так и черный) бьет больше белых, чем черных. Может ли черных коней быть больше, чем белых? (А. Шаповалов)
3. В кофейне встретились 55 индийцев и турок, каждый из которых пил либо чай, либо кофе. Все индийцы говорят правду, когда пьют чай, и обманывают, когда пьют кофе, а все турки – наоборот. На вопрос «Вы пьете кофе?» ответили «Да» 44 человека, а на вопрос «Вы турок?» – 33 человека. С утверждением «На улице идет дождь» согласились 22 человека. Сколько индийцев в кофейне пьют чай? (Омские олимпиада, С. Усов)
4. Четыре команды должны сыграть однокруговой турнир. Игры проходят в двух городах. В каждом городе можно проводить не больше одной игры в день. Каждая команда может играть не больше одной игры в день и в течение турнира не больше одного раза переезжать в другой город. За сколько дней можно провести турнир? (А. Заславский)
5. Квадрат 3(3 заполнен различными натуральными числами, не превышающими n. Любая пара соседних чисел имеет общий делитель, больший 1. Найдите наименьшее возможное значение n. (Э. Акопян)
6. Есть 20 неокрашенных кубиков. Петя и Вася ходят по очереди, начинает Петя. Каждым ходом Петя выбирает цвет – черный или белый, – а Вася красит в этот цвет одну из еще не окрашенных граней на любом кубике. Игра заканчивается, когда все кубики полностью покрашены. Петя получает от Васи столько рублей, сколько сможет выбрать по-разному окрашенных кубиков. Какое наибольшее число рублей он может наверняка получить, как бы не играл Вася? (А. Шаповалов)
7. В слове, написанном русскими буквами, можно брать пару букв и менять их на соседние в алфавите (пример: АВ→ББ). В русском алфавите 33 буквы, нельзя менять А на Я и наоборот. Можно ли такими действиями из слова ДРАКОН получить слово ТАРХУН? (И. Руденко)
8. Петя написал 8 попарно различных чисел. Вася их не видел, но утверждает, что их можно так расставить в вершинах куба, чтобы суммы на гранях тоже были все различны. Прав ли Вася? 
(А. Шаповалов)
Лига 7-х классов, Матбой 2

1. См. задачу 3  6-х классов.
2. Есть много одинаковых единичных бумажных квадратов, в которых проведены обе диагонали. Квадратами оклеили куб 100(100(100 без щелей и наложений (при этом, возможно, перегибая квадраты через рёбра и располагая косо). Жучка посадили в одну из вершин куба и разрешили ползать только по диагоналям квадратов. Докажите, что он может добраться в какую-то другую вершину куба. (А. Шаповалов)
3. На плоскости проведена прямая. Проведя только четыре линии циркулем и линейкой, постройте угол в 15(. (Г. Филипповский)
4. На шахматной доске расставлено несколько чёрных и белых ладей так, что каждая ладья (как белая, так и чёрная) бьет больше белых, чем чёрных. Может ли чёрных ладей быть больше, чем белых? (А. Шаповалов)

5. Петя задумывает N натуральных чисел (N > 2) и выписывает все их попарные суммы. Вася по выписанным Петей числам пытается отгадать задуманные числа. Верно ли, что умный Вася всегда добьётся своей цели? (По мотивам фольклора)
6. См. задачу 7  6-х классов
7. Трое гусар ехали по улице друг за другом. Каждому в руки упало по цветку от девушек на балконе. Гусары знают, кто был в строю, но каждый видел, только кто и в каком порядке ехал впереди него, и кто им бросал цветы (а кто бросил ему самому – не знает). Полковник видел только то, что его дочь бросила цветок ровно одному из этих гусар, и гусары тоже это знают. Полковник знает, кто именно ехал, но в каком порядке – не знает. Он может вызывать гусар поодиночке и задавать им вопросы, на которые те честно отвечают «Так точно», «Никак нет» или «Не могу знать». Как полковнику за три вопроса узнать, кому из них бросила цветок его дочь? (А. Шаповалов)
8. Два пловца стартовали одновременно по соседним дорожкам в 50-метровом бассейне на дистанции 1 км. Каждый плывёт со своей постоянной скоростью. Первый пловец, завершив заплыв, вышел из бассейна. Второй продолжал плыть по дистанции. Во время соревнований пловцы встретились 16 раз (когда первый нагоняет второго, это тоже встреча; момент старта встречей не считается). Во сколько раз первый пловец плывёт быстрее второго? (Л. Медников по мотивам Уральского турнира)

Лига 7-8

Матбой 2

1. Алёша и Боря независимо друг от друга складывают одни и те же n чисел. На каждом шаге (написав первое число, прибавив второе и т.д.) они делают следующее. Если дробная часть полученной суммы меньше 0,5, то Алёша округляет до ближайшего меньшего целого, а Боря не округляет. Если же дробная часть больше или равна 0,5, то Боря округляет до ближайшего большего целого, а Алёша не округляет. Какова наибольшая возможная разность между результатами Бори и Алёши, если они складывают числа в одном и том же порядке? (Числа возможны любые.) (Б. Френкин)

2. См. задачу 6  6-х классов

3. Придумайте какой-нибудь способ разделить прямоугольный треугольник с углом 30( на два меньших треугольника так, чтобы какая-то медиана одного из этих треугольников была параллельна одной из биссектрис второго треугольника. (Олимпиада Эйлера, 2010/11)
4. Есть 100 чисел, все различны. Докажите, что их можно так расставить в вершинах и на сторонах 50-угольника, чтобы суммы на сторонах тоже были все различны. 
(А. Шаповалов)
5. Числа x, y и z подобраны так, что выполнены равенства
x(x – 1) + 2yz = y(y – 1) + 2xz = z(z – 1) + 2yx. Какие значения может принимать величина
(x – y)2 + (y – z)2 + (z – x)2 ?
6. В треугольнике АВС дано АС = 1, АВ = 2, О – точка пересечения биссектрис. Отрезок, проходящий через точку О параллельно стороне ВС, пересекает стороны АС и АВ в точках К и М соответственно. Найдите периметр треугольника АКМ.
7. См. задачу 6  6-х классов

8. На доске написаны десять чисел. Известно, что каждое число больше предыдущего и делится на одно из предыдущих, первое число больше 1, а сумма всех чисел равна 275. Какие числа написаны на доске?
Лига 8-х классов

Матбой 2

1. См. задачу 3  7-х классов.
2. Найдите все такие тройки натуральных чисел x, y, z, что x3 – y3 = z2, и при этом y – простое число, а z не делится ни на 3, ни на y. (Болгарские олимпиады)
3. BM – медиана прямоугольного треугольника ABC ((B = 90(). Вписанная окружность треугольника ABM касается сторон AM, BM в точках K, P. Вписанная окружность треугольника CBM касается сторон CM, BM в точках Q, T. Докажите, что точка пересечения прямых KP и QT лежит на биссектрисе треугольника ABC. (Д. Швецов)
4. На плоскости нарисованы прямые с соблюдением таких условий: 

1) на каждой прямой есть хотя бы две точки пересечения, причем расстояние между любыми точками пересечения не меньше 1; 

2) прямые, проходящие через любую точку пересечения, делят плоскость на равные углы.

Саша смотрит, сколько прямых пересекается в той или иной точке, и выписывает (по одному разу) все найденные им числа. Какие записи могут получиться у Саши? 
(А. Шаповалов)
5. Есть 100 чисел, все различны. Всегда ли их можно так расставить в вершинах и серединах сторон правильного 50-угольника, чтобы суммы чисел на каждой стороне были также попарно различны? (А. Шаповалов)
6. См. задачу 6  6-х классов.
7. См. задачу 4  7-х классов.
8. Пятеро гусар ехали по улице друг за другом. Каждому в руки упало по цветку от девушек на балконе. Гусары знают, кто был в строю, но каждый видел, только кто и в каком порядке ехал впереди него, и кто им бросал цветы (а кто бросил ему самому – не знает). Полковник видел только то, что его дочь бросила цветок ровно одному из этих гусар, и гусары тоже это знают. Полковник знает, кто именно ехал, но в каком порядке – не знает. Он может вызывать гусар поодиночке и задавать им вопросы, на которые те честно отвечают «Так точно», «Никак нет» или «Не могу знать». Как полковнику за пять вопросов узнать, кому из них бросила цветок его дочь? (А. Шаповалов)
a





e





f





d





h





g





c





b









































