XLIII УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 15-21.02.2014

КОМАНДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 16.02.2014
ЗАДАНИЯ ДЛЯ 6 КЛАССА

1. На острове живут рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут. В ряд стоят 99 островитян. Каждый из них произнёс две фразы: «Рядом со мной стоит лжец». «Рядом со мной стоят два лжеца». Сколько в этом ряду лжецов? Ответ не забудьте обосновать. (С. Берлов)
2. Существует ли натуральное число, которое содержит все ненулевые цифры от 1 до 9 и делится на произведение всех своих цифр? (С. Берлов)
3. В таблице 3(3 расставлены 9 чисел так, что 6 сумм этих чисел во всех строках и столбцах таблицы различны. Какое наибольшее количество чисел в этой таблице может равняться единице? (С. Берлов)
4. Петя и Вася по очереди ставят ладей на крайние клетки доски 17(17. Ладью можно ставить только на свободную клетку, находящуюся под боем четного числа уже поставленных ладей (ладьи не бьют друг сквозь друга). Начинает Петя. Кто не может сходить — проиграл. Кто из них сможет выиграть, как бы ни играл соперник? (А. Шаповалов)
5. Натуральное число n < 10000 таково, что число n+100! — простое. Докажите, что число n тоже простое или равно 1. (С. Берлов)
6. Квадрат 40(40 клеток разбит на 400 фигур из четырёх клеток в виде буквы "Г". Докажите, что найдется прямая, идущая по линии сетки, которая хотя бы 6 из этих фигур разрезает на две фигурки из двух клеток («доминошки»). (С. Берлов)
7. Существует ли такая компания из 20 человек, в которой каждый человек имеет ровно 8 знакомых и любые двое людей имеют общего знакомого тогда и только тогда, когда они сами незнакомы? (С. Берлов, по мотивам KoMaL-2014)
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1. Существует ли натуральное число, которое содержит все ненулевые цифры от 1 до 9 и делится на произведение всех своих цифр? (С. Берлов)
[image: image1]2. На рисунке серый прямоугольник окружён каймой из квадратов двух различных размеров. Найдите отношение сторон серого прямоугольника. (Аргентина, 2013, региональный этап)
3. В клетках квадрата 25(25 стоят рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут (по одному в каждой клетке). Каждый из них произнёс следующие две фразы. «В соседних со мной клетках стоят как минимум два лжеца.» «В соседних со мной клетках стоят как минимум три лжеца.» Сколько среди них могло быть лжецов? Соседними считаются клетки, имеющие общую сторону. (С. Берлов)
4. Дан выпуклый четырехугольник ABCD с углом BCD = 72. Известно, что AD = BD = CD и ABD = 54. На диагонали BD отмечена такая точка K, что AK = AD. Докажите, что KD = BC. (По мотивам задачи из 8 класса)
5. Квадрат 40(40 клеток разбит на 400 фигур из четырёх клеток в виде буквы «Г». Докажите, что найдется прямая, идущая по линии сетки, которая хотя бы 6 из этих фигур разрезает на две фигурки из двух клеток («доминошки»). (С. Берлов)
6. Куб 100(100(100 составлен из кубиков 1(1(1, некоторые из которых покрашены в чёрный цвет, а остальные в белый так, что в каждом параллелепипеде 1(1(100, состоящем из 100 единичных кубиков, ровно два чёрных кубика и между ними расположено чётное число белых (возможно, 0). Докажите, что можно перекрасить половину чёрных кубиков в белый цвет так, чтобы в каждом параллелепипеде 1(1(100 остался ровно один чёрный кубик. (Мексика, 2013, частный случай)
7. Аутичный мальчик Вася для каждого натурального числа n рассматривает все делители, квадраты которых не превосходят n, и выбирает из них наибольший делитель d. Затем он выписывает в тетрадку число n/d–d. Докажите, что в какой-то момент в тетрадке у Васи число 10 встретится хотя бы миллион раз. (Перу, 2009, 4 этап, уровень 2, частный случай)
8. Существует ли такая компания из 125 человек, в которой каждый человек имеет ровно 50 знакомых и любые двое людей имеют общего знакомого тогда и только тогда, когда они сами незнакомы? (С. Берлов, А. Шаповалов, по мотивам KoMaL-2014)
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1. На рисунке серый прямоугольник окружён каймой из квадратов двух различных размеров. Найдите отношение сторон серого прямоугольника. (Аргентина, 2013, региональный этап)
2. Натуральное число N называется подходящим, если существует положительная правильная несократимая дробь, в N раз меньшая суммы своих числителя и знаменателя. Сколько существует подходящих чисел, не превосходящих миллиона? (А. Штерн)
3. Точка C лежит на отрезке AE. С одной стороны от прямой AE построены не имеющие общих внутренних точек треугольники ABC и CDE так, что ABC = BCD = CDE. Найдите отношение площадей треугольников ACD и EBC. (Перу, 2004, уровень 3, 1 этап)
4. Найдите все пары m, n натуральных чисел, для которых прямоугольник m(n можно разделить на трёхклеточные фигуры вида 
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 (как угодно повёрнутые). (Д. Пирштук, Белоруссия, 2009)
5. У каждого натурального n рассмотрим наибольший его делитель d, не превосходящий 
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, и положим an = n/d–d. Докажите, что в последователь​ности a1, a2, a3, … каждое целое неотрицательное число встречается беско​нечно много раз. (Перу, 2009, 4 этап, уровень 2)
6. Куб n(n(n составлен из кубиков 1(1(1, некоторые из которых покрашены в чёрный цвет, а остальные в белый так, что в каждом параллелепипеде 1(1(n, состоящем из n единичных кубиков, ровно два чёрных кубика и между ними расположено чётное число белых (возможно, 0). Докажите, что можно перекрасить половину чёрных кубиков в белый цвет так, чтобы в каждом параллелепипеде 1(1(n остался ровно один чёрный кубик. (Мексика, 2013)
7. В трапеции ABCD (BC || AD) с углом BCD = 72 AD = BD = CD. На диагонали BD отмечена точка K такая, что AK = AD. Точка M — середина стороны CD, а N — точка пересечения AM и BD. Докажите, что BK = ND. (Я. Константиновский, Белоруссия, 2009)
8.  На доске написано число 1. Если в какой-то момент на доске написано n, через секунду его заменяют числом n+2n. Докажите, что первые 32014 чисел, которые будут записаны на доске, дают попарно различные остатки при делении на 32014. (США, сборы кандидатов в команду, 2013, задача 8)
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