XLI УРАЛЬСКИЙ ТУРНИР ЮНЫХ МАТЕМАТИКОВ. КИРОВ, 16-22.02.2013

Решения задач личной олимпиады 6 класса
Задача 1. Натуральное число называется палиндромом, если оно не изменяется при выписывании его цифр в обратном порядке (например, 626 — палиндром, а 2013 — нет). Представьте число 2013 в виде суммы двух палиндромов двумя разными способами (представления, отличающиеся только порядком слагаемых, считаются одинаковыми). (С. Волчёнков)
Решение. 2013 = 2002+11 = 1991+22.
Задача 2. В стране Непедагогии дети врут только родителям, а родители — только детям (но уж врут всегда). В семье, кроме папы и мамы, трое детей. Боря сказал Даше, показав на Галю «Но я же старше неё!», а потом Инне, показав на Ваню «Но я же старше него!». Как зовут папу и маму? (А. Шаповалов)
Ответ. Маму зовут Инна, папу — Ваня. Решение. Допустим, папа — Боря. Тогда Ваня — сын, и папа сказал о нем правду. Стало быть, Инна — мама. Но тогда получается, что папа сказал дочери Даше правду о дочери Гале. Противоречие. Значит, Боря — сын. Если Даша — мама, то Инна — дочь, и Боря сказал правду, что он старше Вани. Но тогда в семье нет папы. Значит, Даша — дочь, а Галя — младшая сестра. Тогда Инна и Ваня — папа и мама, и Боря соврал маме, что старше папы.
Задача 3. Какое наибольшее количество натуральных чисел, не превосходящих 1000 можно выбрать, чтобы ни одно из этих чисел не делилось на разность никаких двух других? (С. Берлов)
Ответ. 500. Решение. Пример, когда чисел 500 — все нечетные числа, меньшие 1000: все их разности четны, поэтому ни на одну из них ни одно нечетное число делиться не может. Если же мы возьмем хотя бы 501 число, то среди них обязательно найдутся два, отличающиеся на 1.
Задача 4. В Изумрудном городе 600 жителей. Каждый из жителей носит очки с разноцветными стёклами. Оказалось, что всех жителей можно разбить на 200 троек таким образом, что в каждой тройке все шесть стёклышек будут разных цветов. Докажите, что всех жителей можно разбить и на пары таким образом, чтобы все 4 стёклышка в каждой паре были различных цветов. (А. Шаповалов)
Решение. Уберем из каждой тройки по одному жителю, а затем произвольным образом составим из убранных жителей 100 пар. Допустим, в какой-то паре у жителей совпали стеклышки: у Джека и у Джона есть по красному стеклышку. Пусть второе стеклышко у Джека синее. Тогда в тройке, где раньше был Джон, есть, скажем, Том, у которого нет синего стеклышка. Красного стеклышка у него тоже нет, потому что оно есть у Джона. Поменяем Джона с Томом местами. Образовавшаяся пара Том-Джек — нормальная. Исправив так все неподходящие пары, получим искомое разбиение.
Задача 5. По проволочному каркасу (из 12 рёбёр) прямоугольного ящика длиной 50 см, шириной 100 см и высотой 20 см с одинаковыми скоростями бегают три муравья. Они стартовали одновременно из одной вершины. Им нельзя разворачиваться назад. Могут ли они через некоторое время оказаться на одном ребре: двое в его концах, а третий — в середине? (А. Шаповалов)
Ответ. Нет. Решение. Поделим все ребра на отрезки длиной 10 см. Концы полученных отрезков покрасим в два цвета так, чтобы концы каждого отрезка были разноцветными (легко проверить, что такое возможно). Цвет точки, в которой оказался муравей, зависит только от длины пройденного им пути. Поэтому если один из муравьев оказался в покрашенной точке, то и два других в этот момент окажутся в точках, покрашенных в тот же цвет. Осталось заметить, что у ребра длиной 50 см концы разноцветные, а у рёбер длиной 20 и 100 см середина не того цвета, что концы.
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