Графы: подсчет рёбер и вершин

Определение 1. Скажем, что задан граф, если задано множество его вершин и про любую пару вершин сказано, связаны они ребром или нет (будем рассматривать только пары из двух различных вершин). Граф конечный, если число вершин в нем конечно. 

Примеры. а) Граф знакомств: вершины – школьники, ребра – знакомства. б) Карта: вершины – страны, ребра – пары стран с общим участком границы. в) города и дороги; г) граф короля (коня, ладьи, ферзя…): вершины – клетки, ребра – пары клеток, связанных ходом короля (коня, ладьи, ферзя…).

Упр1. Сколько всего ребер в графе ладьи?

Упр2. Каково наибольшее возможное число рёбер 
а) в графе с n вершинами;
б) в двудольном графе с b белыми и r чёрными вершинами?

Определение 2. Степень вершины – это число выходящих из нее ребер.
Упр3. Какова наибольшая степень вершины в графе 
а) коня; б) ферзя?

Упр4. В двудольном графе 100 белых вершин и несколько чёрных. Степень каждой белой вершины равна 4, а чёрной – 5. Сколько в этом графе а) рёбер; б) чёрных вершин?

Упр5. Сколько рёбер в графе короля?

Лемма 6. Сумма степеней всех вершин равна удвоенному числу ребер.

7. В двудольном графе 200 вершин. Степень каждой белой вершины равна 6, каждой чёрной – 10. Сколько рёбер в этом графе?
8. Какое наибольшее число рёбер может быть в двудольном графе, если число вершин в нем равно а) 10; б) 21; в) 2m; г) 2m+1? 

На дом

РВ1. Докажите, что в двудольном графе сумма степеней вершин белого цвета равна сумме степеней вершин черного цвета.

РВ2. В классе каждый мальчик дружит с тремя девочками, а каждая девочка – с четырьмя мальчиками. 17 из них любят играть в матбой, и в классе 13 столов (за столом сидит 1 или 2 человека). Сколько всего ребят в классе?

РВ3. Артём по одному выставляет королей на шахматную доску, записывая для каждого, сколько ранее выставленных королей он побил. Доска заполнилась. Докажите, что сумма выписанных чисел не зависит от порядка выставления. Чему она равна?

РВ4. В строку выписано 11 целых чисел. Для любой группы подряд идущих чисел подсчитана ее сумма (группы из одного числа тоже учитывались). Какое наибольшее количество сумм могло оказаться нечетными?
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