Графы: четность и связность

1. Смогут ли все присутствующие на занятии встать так, чтобы каждый касался руками и ногами ровно трёх других?

2. Докажите, что число людей, когда‑либо живших на земле и сделавших нечетное число рукопожатий – четно!

Лемма 3 (о рукопожатиях). В конечном графе число вершин нечетной степени – четно.

4. Вакационно селище Лозинец состоит из 33 корпусов. Чтобы провести везде WiFi электрик Аспарух решил соединить кабелями, каждый корпус ровно с пятью другими. Сможет ли он это сделать?

5. Верна ли лемма о рукопожатиях для бесконечного графа?
6. На столе лежат монеты достоинством в 1, 2, 3 и 5 копеек на сумму 99 копеек. Может ли число соседей каждой монеты быть равно её достоинству? (Монеты – соседи, если они касаются друг друга). 

Определение 1. Граф называется связным, если между любыми двумя его вершинами есть путь по ребрам (как по дорогам).

Упр7. При каких n граф коня на доске n(n не связный?

Определение 2. Подграф, состоящий из всех вершин, связанных с данной маршрутом, и всех ребер, входящих в такие маршруты, называется компонентой связности. 

Упр8. На сколько компонент связности распадается граф слона?

9. В стране Оз 15 городов, каждый из которых соединен авиалиниями не менее, чем с 7 другими. Докажите, что из любого города можно самолетом добраться до любого другого (возможно, с пересадками).

10. В Зазеркалье из столицы выходит 11 дорог, из деревни Лозенец – одна, а из всех остальных городов по 6 дорог. Докажите, что из столицы по дорогам можно попасть в Лозенец.

Лемма 11. Если в конечном графе всего две вершины нечетной степени, они принадлежат одной компоненте связности.

На дом

ЧС1. Турист приехал на вокзал и отправился гулять по улицам Москвы. Докажите, что он в любой момент может вернуться на вокзал, проходя только по тем участкам улиц, по которым он уже проходил нечетное число раз.

ЧС2. В связном графе степень каждой вершины четна. Одно ребро удалили (оставив, однако, вершины на его концах). Докажите, что граф остался связным. 

ЧС3. Можно ли разрезать прямоугольник 5×18 на доминошки так, чтобы каждая граничила ровно с тремя другими по отрезку ненулевой длины?

ЧС4. На свободные поля шахматной доски по одному выставляются короли. Первый выставляется произвольно, каждый следующий должен бить нечетное число ранее выставленных. Какое наибольшее число королей можно выставить?
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