22. Индуктивное построение
Многоэтажный дом строят не сразу, а последовательно: этаж за этажом. Следующий этаж опирается на предыдущий. Так и сложную конструкцию можно получить из простой  базовой конструкции, сделав нужное число однотипных добавок.
1. От прямоугольника с неравными сторонами отрезают квадрат со стороной, равной меньшей стороне прямоугольника. Если оставшаяся часть не квадрат, процесс повторяют. Докажите, что для любого n найдется прямоугольник, для которого процесс закончится ровно после n-го отрезания, причем все отрезанные квадраты будут разного размера.

2. Докажите, что для любого n найдутся n различных натуральных чисел таких, что для любой пары чисел при делении большего на меньшее в остатке получается 7.
Вместо примера для конкретного большого числа удобнее бывает строить общую серию примеров для произвольного n (при этом не обязательно начинать с n=1).
3. Представьте 1 как сумму 100 различных дробей с числителями 1 и натуральными знаменателями.

4. Можно ли отметить на плоскости несколько точек так, чтобы на расстоянии 1 от каждой отмеченной точки находилось ровно 10 отмеченных?
Индуктивное построение нередко может быть при необходимости преобразовано в явный алгоритм.

5. В компании из n человек (n(4) каждый узнал по новости. Созвонившись, двое рассказывают друг другу все известные им новости. Как за 2n–4 звонка все смогут узнать все новости?

6. Придумайте явную формулу для чисел в задаче 3.

7. Придумайте натуральное число с такими тремя условиями: 1) в записи нет нулей, но есть все остальные цифры; 2) если подчеркнуть в нём любые две соседние группы цифр, то будут подчёркнуты разные числа; 3) если к числу приписать справа или слева любую ненулевую цифру, то условие (2) нарушается.

Шаги индуктивного построения часто следуют шагам некоторого процесса.

8. Вася выставляет по одной бесцветные ладьи на шахматную доску, а Петя красит выставленную ладью в один из 5 цветов. Докажите, что Петя может делать это так, чтобы ни в какой момент ладьи одного цвета друг друга не били.
Если процесса нет, его бывает полезно организовать.

9. Плоскость разбита на части несколькими прямыми и окружностями. Докажите, что эти части можно раскрасить в два цвета так, чтобы части одинакового цвета не имели общего участка границы ненулевой длины.
10. На шахматной доске стоят несколько ладей. Докажите, что их можно раскрасить в 3 цвета так, чтобы ладьи одинакового цвета друг друга не били. 
На дом 
ИП1. Несколько прямых и окружностей делят плоскость на 100 частей. Докажите, что эти части можно раскрасить в два цвета так, что части, граничащие по отрезку или дуге ненулевой длины) будут разного цвета.

ИП2. Вершины выпуклого многоугольника раскрашены в три цвета так, что каждый цвет присутствует и никакие две соседние вершины не окрашены в один цвет. Докажите, что многоугольник можно разбить диагоналями на треугольники так, чтобы у каждого треугольника вершины были трех разных цветов.
ИП3. Даны натуральные числа a, b, ..., z. Докажите, что число  (1+a2)(1+b2)…(1+z2)     можно представить в виде суммы квадратов двух целых чисел.
ИП4. Существуют ли такие натуральные числа a1 < a2 < a3 < ... < a100, что 
НОК(a1, a2) > НОК(a2, a3) > ... > НОК(a99, a100)?
ИП5. В ряд стоят 22 коробочки с шариками, причем для любого числа n от 1 до 22 есть коробочка, в которой ровно n шариков. За одну операцию можно переложить в любую коробочку еще столько же шариков, сколько в ней уже есть, из какой-нибудь другой коробочки, в которой шариков больше. Всегда ли можно такими операциями добиться, чтобы в первой коробочке оказался 1 шарик, во второй – 2 шарика, и так далее, в 22-й – 22 шарика?
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