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06 июля
1. Фома умеет печатать 7-рублевки, а Ерёма – 13-рублёвки. 
а) Может ли Фома заплатить Ерёме 100 рублей (со сдачей)?
б) Может ли Ерёма заплатить Фоме 100 рублей (со сдачей)?
в) В каждом случае, когда можно, какое наименьшее число купюр им придётся напечатать?

2. В обращении имеются только m-рублевки и n-рублевки. Найдите все суммы, которые можно заплатить со сдачей. 

3. Фома и Ерёма объединились. Могут ли они заплатить в магазине без сдачи  
а) 999 рублей?  б) 58 рублей.
в) Какое наибольшее натуральное число рублей они не могут заплатить без сдачи?
г) Сколькими способами они могут заплатить без сдачи 2013 руб?

4. Числа a, b, c – целые. 
а) При каких условия на a, b, c уравнение ax+by=c имеет решение в целых числах? 
б) Уравнение ax+by=c имеет решение в целых числах. Докажите, что таких решений бесконечно много. 

5. Есть неограниченное число m-рублевок и n-рублевок. m и n взаимно просты.
а) Докажите, что ими можно без сдачи заплатить любую целую сумму не меньшую mn.
б) Какое наибольшее целое число рублей без сдачи заплатить нельзя?

6. На Луне имеют хождение монеты в 1, 15 и 50 фертингов. Заплатив за покупку, Незнайка получил на сдачу на 2 монеты больше, чем заплатил. Какова наименьшая возможная стоимость покупки?

7. а) Найдите хотя бы одно решение в натуральных числа системы уравнений
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б) Сколько всего таких решений? 

8. Докажите, что уравнение x2 + y2 – z2 = 2013 имеет бесконечно много решений в целых числах.

Для самостоятельного решения

ЛП1. Найдите наименьшее натуральное число, которое ровно двумя способами можно представить в виде 3x+4y, где x и y – натуральные числа.

ЛП2. Найдите наибольшее натуральное число N, для которого уравнение 
99x + 100y + 101z = N  имеет единственное решение в натуральных числах x, y, z.

ЛП3. Из-за типографской ошибки последняя цифра натурального числа N напечаталась как показатель степени (например N = 128 заменилось бы на 128). Результат оказался кратным N. 

а) Докажите, что количество таких N конечно.
б) Докажите, что количество таких N не более 200.

в) Найдите все такие N.
ЛП4. Докажите, что существует бесконечно много нечетных чисел n, для которых число  2n + n  – составное, не кратное 3.

ЛП5. a) При каких n набор гирь 1, 2, ..., n г можно разделить на две части, равные по весу.

б) Найдите все такие n, при которых указанный набор можно разделить на две части так, что как бы мы не убирали по две гирьки из каждой части, равенство весов нарушается.
Китайская теорема об остатках
00 июля
1. Натуральное число при делении на 25 дает в остатке 24, а при делении на 4 дает в остатке 3.
а) Найдите наименьшее такое число.
б) Найдите все такие числа меньшие 1000.
в) Найдите общую формулу для таких чисел.

2. Найдите остаток от деления натурального числа на 30, если известно, что остаток от деления его на 15 равен 7, а остаток от деления на 6 равен 4.

3. а) Для каждого целого числа запишем пару остатков от его деления на 25 и на 4 соответственно. Сколько различных пар получится?
б) Числа a и b взаимно просты. Докажите, что при делении чисел от 1 до ab на a и на b получаются все возможные пары остатков.

4. Теорема. Для взаимно простых чисел а и b и любой пары неотрицательных остатков m<a и n<b  среди чисел от 1 до ab найдется ровно одно число c такое, что при делении на a с даёт в остатке  m, а при делении на b даёт в остатке n.

5. а) Решите в целых числах уравнение 10x+8=11y+10
б) Найдите все числа, дающие при делении на 10 остаток 8, а при делении на 11 остаток 10.
в) Найдите все числа, дающие при делении на 8 остаток 2, а при делении на 13 остаток 11.

6. Найдите все числа, которое при делении на 3 дает остаток 1, при делении на 4 – остаток 2 и при делении на 11 – остаток 3.

7. Генерал построил солдат в колонну по 4, но при этом солдат Иванов остался лишним. Тогда генерал построил солдат в колонну по 5. И снова Иванов остался лишним. Когда же и в колонне по 6 Иванов оказался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего в колонне по 7 Иванов нашел себе место и никого лишнего не осталось. Какое наименьшее число солдат могло быть у генерала?

8. а) Дима загадал число от 0 до 60 и сказал, что при делении на 5 оно даёт остаток 3, при делении на 4 даёт 2 и делится на 3. Александр Васильевич уверен, что точно знает загаданное число. Прав ли он? 
б) А если задумано число от 1 до 180?

9. Китайская теорема об остатках. Пусть числа m1,m2,…,mn попарно взаимно просты. Тогда для любых натуральных a1,a2,…,an найдется натуральное число x, такое что  x
[image: image1.wmf]i

m

º

ai для всех i. Более того, x определен однозначно с точностью до прибавления кратного M=m1m2…mn.

10. Существует ли такое n кратное 4, что n+4 кратно 9, а n+9 кратно 25?

11. Докажите, что для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a+1, …, a+n–1 таких, что 
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12. Дима задумал натуральное число и нашел его остатки от деления на 3, на 6 и на 9. Сумма остатков оказалась равна 15. Найдите остаток от деления задуманного числа на 18.

13. Получив натуральное число N, Дима разделил его на 101 и получил в остатке m>0. Затем Дима разделил N на m и получил в остатке p. Найдите наибольшее значение p и наименьшее N при котором это значение достигается? 
Для самостоятельного решения

О1. Существует ли в сутках момент, когда расположенные на общей оси часовая, минутная и секундная стрелки правильно идущих часов образуют попарно углы в 120(?

О2. Докажите, что найдутся 1000 последовательных чисел, каждое из которых не является а) простым числом или степенью простого числа; б) степенью (не ниже второй) натурального числа. 
О3. Назовем число хорошим, если оно делится на квадрат натурального числа >1. При каких N найдется N последовательных хороших чисел? (Пример для N=3: 48, 49, 50).

О4. Числа a и b взаимно просты. Докажите, что любую правильную дробь со знаменателем ab можно получить как алгебраическую сумму двух правильных дробей со знаменателями а и b (иначе говоря, для любого натурального k<ab найдутся такие целые неотрицательные m<a и n<b, что 
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О5. Для какого наибольшего N найдутся N последовательных натуральных чисел таких, что сумма цифр первого делится на 1, второго на 2, третьего на 3 и т.д.

О6. Докажите, что числа натурального ряда можно переставить местами так, чтобы для всех n сумма п первых чисел делилась а) на п; б) на n+1-е число. 
Прогрессии и рекурренты

09 июля

Говорят, что задана последовательность чисел a1, a2,…, an, …, если по каждому номеру n можно определить  число an.
Способы задания последовательности: 
I. Аналитический: формула общего члена

II. Рекуррентный: следующий член выражается через один или несколько предыдущих.

III. Конструктивно-алгоритмический: указан способ, как за конечное число действий найти любой член последовательности.

IV. Неконструктивно-описательный.
Примеры:

an+1=an+d – арифметическая прогрессия (d – ее разность)

bn+1=qbn – геометрическая прогрессия (q – знаменатель)

f1=f2=1, fn+2=fn+fn+1– числа Фибоначчи
1. Запишите явную формулу для n-го члена арифметической и геометрической прогрессий.
Пусть Sn – сумма n первых членов последовательности.
2. Запишите для арифметической и геометрической прогрессий 

а) рекуррентную  б) явную формулу для последовательности Sn.
3. Каким из способов заданы следующие последовательности: 

а) последовательности из примеров выше; 

б) kn – количество чисел меньших n в десятичной записи которых есть единица.

в) 
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г) наибольшее число частей, на которые могут разбить плоскость n прямых. 
4. а) Последовательность задана общей формулой 
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. По ней строится последовательность сумм Sn. Напишите рекуррентную формулу для последовательности Sn.
5. а) Сумма первых n членов последовательности задана формулой Sn = n2. Найдите ak.

б) То же для последовательности с Sn = n3

в) То же для последовательности с Sn = n3+2n2.
6. a) Последовательность задана общей формулой an=n2. Найдите явную формулу для Sn 

б) Найдите явную формулу для суммы 1+4+9+...+n2. 

7. Известно, что бесконечная последовательность задана формулой и известно, что a4 – a3 = a3 – a2 = a2 – a1. Верно ли, что an – an–1= a2 – a1?
8. Конечная арифметическая прогрессия состоит из целых чисел, и ее сумма - степень двойки. Докажите, что количество членов прогрессии – тоже степень двойки.
9. Последовательность чисел {xk} определяется условиями: x1=77, x2=6500, 
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 при n1. Докажите, что среди членов последовательности найдётся ноль. Найдите номер этого члена.
10. Функция задана соотношениями f(k,n)=f(k–1,f(k,n–1)) при k>0, n>1, f(0,n)=n+2 при n>1, f(k,1)=2 при k>0

а) Найдите явные формулы для f(1,n), f(2,n), f(3,n);

б) Покажите, что f(k,n) однозначно определено при натуральных k и n;

в)* что больше f(5,5) или 1000!1000!
11. Сколькими способами из шашечной доски 1010 можно вырезать квадрат, разрезая по границам клеток?
Для самостоятельного решения
Пос1. Сто натуральных чисел образуют возрастающую арифметическую прогрессию. Возможно ли, что каждые два из этих чисел взаимно просты.
Пос2. Существует ли такое N и такие N–1 бесконечных арифметических прогрессий с разностями 2, 3, 4, ..., N, что каждое натуральное число принадлежит хотя бы одной из этих прогрессий?
Пос3. Даны две бесконечные прогрессии: арифметическая a1, a2, a3, … и геометрическая b1, b2, b3, … , причем все числа, которые встречаются среди членов геометрической прогрессии, встречаются также и среди членов арифметической прогрессии. Докажите, что знаменатель геометрической прогрессии – целое число.
Пос4. Может ли отношение двух чисел Фибоначчи быть равным 100?
Пос5. Все члены арифметической прогрессии – натуральные числа. После того, как каждый член заменили на его сумму цифр, получилась возрастающая арифметическая прогрессия. Могло ли в ней быть
а) бесконечно много членов; б) 11 членов; в)* 2013 членов?

От функции Эйлера к мультипликативным функциям
11 июля
Определение 1: Функция Эйлера: φ(n) — количество натуральных чисел, не превосходящих n и взаимно простых с ним.

Теорема Эйлера: Если a взаимно просто с n, то aφ(n)–1 кратно n.

Доказательство:  Пусть  a1 < a2  < ... < aφ(n) – все натуральные числа, не превосходящие n и взаимно простые с ним. 

1. Покажите, что aa1 , ..., aaφ(n)  дают различные остатки при делении на n, взаимно простые с n.

2. Покажите, что a1 a2  ... aφ(n) aφ(n) –  a1 a2  ... aφ(n) делится на n.

3. Выведите теорему Эйлера

4. Выведите Малую Теорему Ферма : 
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 для простого p и натурального m, не делящегося на p.

Теперь настало время изучить функцию Эйлера подробнее

5. Найдите φ(ps) для простого p и натурального s

Вопрос: как найти общую формулу для  φ(n)?

Идея: показать, что функция Эйлера обладает некоторыми особыми хорошими свойствами

Определение 2: Функция f: N → Z называется мультипликативной, если f(1) = 1 и f(ab) = f(a)f(b) для любых взаимно простых чисел a и b ( N - натуральные числа, Z - целые числа).

6. Докажите, что если m = 
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7. Докажите, что φ(m)=m(1–
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Примеры мультипликативных функций

а). φ(n) = Функция Эйлера.

б). f(n) = nk для некоторого фиксированного натурального k.

в). τ(n) = количество натуральных делителей n.

г). σ(n) = сумма всех натуральных делителей числа n.

д). σs(n) = сумма s-х степеней всех натуральных делителей n, где s – произвольное целое число. Обратите внимание: σ(n) = σ1(n), τ(n) = σ0(n).

е). Функция Мебиуса: μ(n) = 0, если в разложение на простые множители какие-то простые числа входят в степени > 1, μ(n) = (-1)k, если n – произведение k различных простых чисел.

8. Докажите мультипликативность функции Эйлера

9. Докажите мультипликативность функций из примеров б)-е).

10. Выведите формулы для τ(n) и σ(n) через разложение n на простые множители. 
Лемма Гаусса: n = Σ φ(d), где суммирование идет по всем натуральным делителям n.

11. Докажите лемму Гаусса. 
12. Имеется бесконечное количество карточек, на каждой из которых написано какое-то натуральное число. Известно, что для любого натурального числа n существуют ровно n карточек, на которых написаны делители этого числа. Доказать, что любое натуральное число встречается хотя бы на одной карточке. 

 Комбинаторный метод в теории чисел 
14 июля
Сущность комбинаторного метода в теории чисел состоит в следующем. Пусть требуется доказать, что некоторое целое число a делится на некоторое целое число b. Тогда нужно придумать некие объекты и показать, что всего их  a/b + c, где c – также некоторое целое число. Отсюда будет автоматически следовать, что a кратно b, так как количество этих объектов также является числом целым. Попробуем?

0. а) Докажите, что число способов разрезать шахматную доску на доминошки — четно. 

б) Докажите, что число способов разрезать клетчатый куб на параллелипепеды 2×2×1 кратно 3. 

1. (Делимость на факториал) Докажите, что произведение n последовательных натуральных чисел всегда  делится на n!

б) Обобщите этот результат на целые числа.

2. (Задача о блохе) Пусть p – простое число. По окружности расставлено p точек, по которым прыгает блоха. Это вредное насекомое движется по часовой стрелке, каждый раз перепрыгивая через одинаковое число точек. 

а) Докажите, что она побывает на всех точках. 

б) Верно ли это утверждение для составного p? 

в) А при каком ограничении на шаг блохи становится верным?

3. (Малая теорема Ферма) Пусть p – простое число. Рассмотрим нитки из  p  бусинок, каждая из которых покрашена в один из a цветов.

а) Сколько всего существует таких ниток (мы различаем начало и конец нитки)?

б) Ожерелье состоит из p  бусинок, надетых на кольцевую нитку. Сколько существует ожерелий, которые переходят в себя при некотором повороте?

в) Теперь будем считать одинаковыми ожерелья, переходящие друг в друга при некотором повороте. Сколько всего существует различных ожерелий при новом определении? 

г) Докажите малую теорему Ферма:  ap– a делится на p.

4. (Теорема Вильсона) Пусть p – простое число. На плоскости отмечены вершины правильного p-угольника.

а) Посчитайте число замкнутых ориентированных ломанных, проходящих по всем вершинам этого p-угольника.

б) Теперь будем считать одинаковыми ломанные, переходящие друг в друга при повороте. Сколько теперь есть различных ломанных?

в) Докажите теорему Вильсона:   (p–1)! ≡ –1 (mod p).

5. (Интересная реккурента)

Пусть {an} – последовательность, заданная соотношениями a1 = 0, a2 = 2, a3 = 3, 

an = an-2  +  an-3 для n > 3. Докажите, что ap делится на p для любого простого  p. 

Подсказка: Покажите, что an  – количество способов разрезать клетчатое кольцо из n клеток на доминошки и триминошки. 

6. Сложим все не более чем стозначных чисел, у которых сумма цифр делится на 17. Докажите, что результат тоже делится на 17. 

Для самостоятельного решения

КТЧ1. а) Докажите, что сумма семизначных палиндромов делится на 9.

б) Докажите, что сумма восьмизначных палиндромов делится на 9.

КТЧ2. Скажем, что колода из 52 карт сложена правильно, если любая пара лежащих рядом карт совпадает по масти или достоинству, то же верно для верхней и нижней карты, и наверху лежит туз пик. Докажите, что число способов сложить колоду правильно

а) делится на 12!;

б) делится на 13!

КТЧ3. Докажите, что [image: image20.png]


 делится на n+1.

КТЧ4. Докажите, что для любых неотрицательных целых m и n число (2m)!(2n)! кратно m!n!(m+n)!

Периодичность и непериодичность. Зацикливание
14 июля
1. Найдите последнюю цифру числа 
[image: image21.wmf]333
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Определение. Последовательность 
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называется периодической с периодом T, если 
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для всех n. Может случиться, что правило не действует для нескольких первых членов, начиная действовать с n=k. Тогда начало последовательности 
[image: image24.wmf]
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 называется предпериодом.

2. Может ли сумма двух последовательностей с предпериодами быть периодической последовательностью без предпериода?

3. Оставим в периодической последовательности 
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 только члены вида 
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, (для некоторых натуральных N и d). Докажите, что снова получится периодическая последовательность.

4. а) Существует ли непериодическая последовательность только из единиц и двоек?

б) Существует ли непериодическая последовательность только из троек и пятерок, где нет трех одинаковых цифр подряд?

5. В каждом числе последовательности 10, 11, 12, 13, ... , 2009, 2010, ... вычеркнули все цифры, кроме двух первых. Докажите, что получилась непериодическая последовательность. 

Указание. «Плохое свойство» (например, непериодичность) удобно доказывать «от противного»: ведь противное в этом случае – хорошее! 

Зад 6. а) Последовательность периодична с периодом 7. В ней оставлены только 1-й, 10-й, 100-й, 1000-й и т.д. члены. Докажите, что полученная последовательность – периодична.

b) Последовательность периодична. В ней оставлены только члены, чьи номера образуют геометрическую прогрессию. Докажите, что полученная последовательность – периодична.

Принцип зацикливания. Если система может находиться лишь в конечном числе состояний, и каждое следующее состояние зависит лишь от фиксированного числа предшествующих состояний, она с некоторого момента зациклится. 

7. Незнайка составил программу для компьютера с ограниченной внешней памятью, которая печатает по 100 цифр каждую секунду. Незнайка утверждает, что если компьютеру позволить работать бесконечно долго, то он напечатает в точности десятичную запись числа 
[image: image28.wmf]2

. Прав ли он?

8. Кубик Рубика выведен из первоначального состояния некоторой комбинацией поворотов. Докажите, что всегда можно вернуть его в исходное состояние, выполнив эту комбинацию еще несколько раз.
Принцип зацикливания назад. Если система зацикливается, и каждое предыдущее состояние однозначно восстанавливается по фиксированному числу последующих,то система зацикливается без предпериода. 

9. В тридесятом королевстве у каждого замка и каждой развилки сходятся по три дороги. Рыцарь, Любящий Разнообразие, выехал из своего замка и по очереди поворачивает то направо, то налево. Докажите, что рано или поздно он приедет к своему замку.

10. Установлено, что погода на Сириусе в данный день полностью определяется предыдущей неделей. Варианты погоды: магнитная буря, метеоритный дождь, штиль. Последнюю неделю шел метеоритный дождь. Докажите, что “дождливые” недели всегда были и будут.

11. По кругу расставлено несколько коробочек. В каждой из них может лежать один или несколько шариков (или она может быть пустой). Ход состоит в том, что из какой-то коробочки берутся все шарики и раскладываются по одному, двигаясь по часовой стрелке, начиная со следующей коробочки. 
a) Пусть на каждом следующем ходу разрешается брать шарики из той коробочки, в которую был положен последний шарик на предыдущем ходу. Докажите, что в какой-то момент повторится начальное расположение шариков. 

b) Пусть теперь на каждом ходу разрешается брать шарики из любой коробочки. Верно ли, что за несколько ходов из любого начального расположения шариков по коробочкам можно получить любое другое? 
Для самостоятельного решения

ПЦ1. Докажите, что среди чисел Фибоначчи 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 ... бесконечно много а) четных; b) кратных 5.

ПЦ2. Докажите, что бесконечная десятичная дробь 0,123456789101112…20092010… – иррациональное число. 
ПЦ3. Конечная последовательность из N членов непостоянна и периодична с периодами 

a) 13 и 14; 

b) p и q (где p и q – взаимно просты). 

Каково наибольшее значение N?

ПЦ4 Последовательность задана рекуррентным соотношением 
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[image: image30.wmf]1

0

1

£

£

x

. Докажите, что последовательность периодична ( число x1 рационально.

ПЦ5. В числе a = 0,12457... n-я цифра после запятой равна цифре слева от запятой в числе 
[image: image31.wmf]2
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 (для каждого натурального n). Докажите, что a – иррациональное число.
Для самостоятельного решения –2

ПЦ6. Бесконечная последовательность Морса нулей и единиц 0110100110010110… строится так: сперва 0, затем на каждом шаге к уже написанному куску приписывается кусок такой же длины, полученный заменой 0 на 1 и наоборот. Периодична ли эта последовательность?

ПЦ7. Какой наименьший период может быть у суммы последовательностей с наименьшими периодами 
а) 4 и 12 б) m и n, где НОД(m, n)=1 в) m и n?

ПЦ8. В последовательности цифр 2481361… n-я цифра равна первой цифре числа 2n. Докажите, что последовательность непериодична. 

ПЦ9 Числовая последовательность {xn} такова, что для любого n > 1 выполняется условие: xn+1=|xn|–xn-1. Докажите, что последовательность периодическая с периодом 9.

Показатели
15 июля
Определение: Показателем целого a по модулю натурального n (при условии, что a и n взаимно просты) называется такое наименьшее натуральное t, что at ≡ 1 (mod n). 

КГ1. Покажите, что показатель по данному модулю у взаимно простого с ним числа существует.

КГ2. Найдите показатели: а) 2 по модулю 7; б) 5 по модулю 9; в) 2 по модулю 2k+1.
V. а) Докажите, что  ad ≡  1 (mod. n)  тогда и только тогда, когда d делится на t.
б) Докажите, что  ad ≡ as (mod. n)  тогда и только тогда, когда d-s делится на t.
в) Докажите, что φ(n) делится на t. 

VI. Найдите наименьшее натуральное число, записанное одинаковыми цифрами и кратное 561.
VII. Пусть N — произведение первых ста простых чисел. Сравнимо ли 2N с единицей по модулю 17?

VIII. a) Докажите, что если p и q простые и 2q -1 делится на p, то q — показатель двойки по модулю p.

б) Докажите, что в разложении на простые множители 2q - 1 (q простое) любое число будет давать остаток 1 по модулю q. 

в) Получите отсюда еще одно доказательство бесконечности множества простых чисел.

IX. Докажите, что если m – степень двойки, то любой простой делитель 2m + 1 сравним с 1 по модулю 2m.

X. Докажите, что 2n - 1 не делится на n для n > 1.

XI. Пусть p и q — простые, q > 5. Известно, что 2p + 3p делится на q. Докажите, что q > 2p.

XII. Докажите, что  φ(an–1) делится на n для натуральных a и n.
Для самостоятельного решения

Пок1. Найдите все натуральные n и простые p такие, что 3p–np = n+p. 
Пок2. а) a >1, p >2, p – простое. Докажите, что простые нечетные делители  
[image: image32.emf] или делят a-1, или сравнимы с 1 по модулю 2p. 
б) Докажите, что число 
[image: image33.emf] имеет хотя бы один простой делитель, не делящий a-1.
в) Докажите, что существует бесконечно много простых чисел, сравнимых с 1 по модулю 2p.
г) Докажите, что для взаимно простых a и b среди чисел an + b существует бесконечно много простых, где n натуральное.
Первообразные корни
19 июля
Определение: Если a и n – взаимно простые натуральные числа, и показатель a по модулю n равен φ(n), то a называется первообразным корнем по модулю n. В таком случае  a0, a1, …, aφ(n)-1 дают по разу всевозможные остатки по модулю n, взаимно простые с n.
Упражнение 1: Покажите справедливость предыдущего утверждения.
Упражнение 2: Существует ли первообразный корень по модулю 8? По модулю 9?
Вопрос: По каким модулям n существуют первообразные корни?
Ответ: (пока слишком сложный для нас) При n = 2, 4, pt, 2pt, где p > 2 — простое.

Однако мы докажем следующий факт.
Теорема:  По простому модулю всегда существует первообразный корень.
Ключевая лемма: Для любого натурального k по простому модулю p существует не более k таких остатков, что их k-я степень сравнима c 1 по модулю p. Подумайте на досуге как такой факт можно доказать.
Упражнение 3: Докажите ключевую лемму для k=2; 4.
Доказательство (воспроизведите основные шаги):

XIII. Если x по модулю p имеет показатель ab, то  xa  имеет показатель b.

XIV. Если x и y имеют по модулю p показатели a и b соответственно, причем a и b взаимно просты, то xy имеет показатель ab. 

XV. Пусть s – наименьшее общее кратное всех возможных показателей остатков по модулю p.  Далее, пусть s = 
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 - разложение на простые множители. Докажите, что существуют n остатков по модулю p, имеющих показатели 
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 соответственно.

XVI. Докажите существование остатка, имеющего показатель s.

XVII. Покажите, что s = p-1 (не забудьте про ключевую лемму!) Закончите доказательство теоремы.

КГ3. А сколько этих самых первообразных корней по модулю p существует? Указание. Уже можно пользоваться существованием хотя бы одного!

КГ4. Докажите, что для любого простого p числа 1, 2, …, p -1 можно расставить по кругу так,  что для любых трех последовательных a, b и с разность b2 – ac делится на p.
Для самостоятельного решения
Пок3. Петя возвел каждое из чисел 1, 2, …, 100 в степень k и сложил все получившиеся результаты. При каких k то, что получилось, будет делиться на 101?
Пок4. (Еще одно доказательство существования первообразных корней) 
а) Докажите, что если p – 1 кратно простому числу m, то существует ровно 
φ(m) = m – 1 остатков по модулю p, принадлежащих показателю m (то есть имеющих показатель m).
б) Теперь обобщите результат на состаные m. Указание. Вспомните, чему равна сумма функций Эйлера по делителям числа m.
Неравенства
05 июля
Огрубление.
1. Квадрат со стороной 1 разрезан на прямоугольники. В каждом прямоугольнике выбрали одну из двух меньших сторон (если прямоугольник – квадрат, то выбрали любую из четырёх сторон). Докажите, что сумма всех выбранных сторон не меньше 1.

2. Сравните а) 3311 и 1714, б) 2100 + 3100 и 4100.

3. 
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4. Докажите, что 
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Цепочки неравенств.
5. Есть 100 пар дедов Морозов со Снегурочками, каждый выше своей Снегурочки. Доказать, что если распределить Снегурочек по росту (самому высокому – самую высокую, и т.д.), то все равно каждый дед Мороз окажется выше доставшейся ему Снегурочки. 

6. Докажите, что a+b+c+d ( 4
[image: image38.wmf]4
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, где a, b, c, d ( 0.
7. Докажите неравенство 
[image: image39.wmf]abbccaabcbcacab
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, где a, b, c ( 0.

8. Укажите такое n, что 1,001n > 10.
Для самостоятельного решения

9. Докажите, что 
[image: image40.wmf]32

3

33

763...81

nn

+++->

.
10. Укажите такое n, что 0,999n < 0,1.
11. Для какого вписанного многоугольника отношение площади к количеству сторон будет максимально? (при фиксированной описанной окружности)

12. Единичный квадрат разрезан на m четырехугольников Q1, Q2,…, Qm. Для каждого i = 1,…, m обозначим через Si сумму квадратов четырех сторон Qi . Докажите, что S1 + S2 + … + Sm ≥ 4.

13. Для положительных a, b, c и d докажите
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Неравенства 2
07 июля
1. а) В трех конвертах лежат купюры достоинством: в первом – 10 рублей, во втором – 50 рублей, в третьем – 100 рублей. Разрешается взять из любого конверта 1 купюру, из любого другого 2 купюры, из последнего – 5 купюр. Как получить максимальную сумму денег?


б) Оказалось, что на купюрах указано не количество рублей, а количество причитающихся владельцу подзатыльников. Как получить наименьшее количество подзатыльников?

2. Пусть 
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3. а) Пусть (a1, a2, … , an) – некоторая перестановка чисел y1, y2, …, yn. Докажите, что ее можно представить в виде композиции не более, чем n-1 транспозиций.

б) Транснеравенство. Пусть 
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. Докажите неравенство
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4. Пусть a, b, c – натуральны. Докажите, что 
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5. Пусть все xi > 0 Докажите, что 
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6. Пусть 
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7. а)Неравенство Чебышева. Пусть 
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б) 
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8. Пусть a > b > c. Докажите, что 
[image: image53.wmf]c
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9. Пусть a, b и c – стороны, а 
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 ‑ соответствующие углы треугольника. Докажите, что 
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Неравенства 2 (продолжение)
10. Есть 100 чисел, все различны. Докажите, что их можно так расставить в вершинах и на сторонах 50-угольника, чтобы суммы на сторонах тоже были все различны.

11. В ряд лежит четное число груш. Массы любых двух соседних груш отличаются не более чем на 1 г. 

а) Докажите, что если выложить груши по возрастанию массы, то по-прежнему массы соседей будут отличаться не более, чем на 1 г. 

б) Докажите, что можно все груши разложить по две в одинаковые пакеты и выложить пакеты в ряд так, чтобы массы любых двух соседних пакетов тоже отличались не более, чем на 1 г.  

в) Докажите, что можно все груши разложить в два одинаковых пакета так, чтобы массы пакетов отличались не более, чем на 1 г. 
12. Имеются 300 яблок, любые два из которых различаются по весу не более, чем в два раза. Докажите, что их можно разложить в пакеты по два яблока так, чтобы любые два пакета различались по весу не более, чем в полтора раза.

Для самостоятельного решения

13. Имеются 300 яблок, любые два из которых различаются по весу не более, чем в три раза. Докажите, что их можно разложить в пакеты по четыре яблока так, чтобы любые два пакета различались по весу не более, чем в полтора раза.

14. По кругу разложено чётное количество груш. Массы любых двух соседних отличаются не более чем на 1 г. Докажите, что можно все груши объединить в пары и разложить по кругу таким образом, чтобы массы любых двух соседних пар тоже отличались не более чем на 1 г.

15. Пусть n и b ‑ натуральные числа. Через V(n, b) обозначим число разложений n на сомножители, каждый из которых больше b (например: 36=6×6=4×9=3×3×4=3×12, так что V(36, 2)=5). Докажите, что V(n, b) < n/b .

16. На кольцевом треке 2N велосипедистов стартовали одновременно из одной точки и поехали с постоянными различными скоростями (в одну сторону). Если после старта два велосипедиста снова оказываются одновременно в одной точке, назовём это встречей. До полудня каждые два велосипедиста встретились хотя бы раз, при этом никакие три или больше не встречались одновременно. Докажите, что до полудня у любого велосипедиста было не менее N2 встреч.

Метод Штурма
09 июля
1. Заменим в произведении 100×101×102×...×200 все числа на 150. Увеличится или уменьшится произведение? Тот же вопрос для суммы этих чисел.

2. Увеличится или уменьшится сумма 
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3. а) Пусть 
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б) Пусть 
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4. Неравенство Коши. Докажите, что 
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5. Пусть сумма двух положительных чисел a и b фиксирована. Как изменяются следующие выражения при «сближении» a и b?

а) 
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6. Неравенства средних. Докажите неравенство для 
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7. Среднее степенное. Докажите неравество для a1, a2, …, ak. 
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В задачах 8 и 9 замените тройной знак вопроса на правильный знак неравенства и докажите эти неравенства:
8. 
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9. 
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10. Вершины графа со 100 вершинами раскрашены в 7 цветов так, что концы каждого ребра – разного цвета. Какое наибольшее число ребер может быть в этом графе?

11. Найдите наименьший возможный периметр n-угольника, описанного около окружности радиуса R.

Для самостоятельного решения

Докажите неравенства:

Шту1. 
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Шту2. 
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Шту3. 
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Шту4. 
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Шту5. а)
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 при a1, a2, ... , an>1.


б) Докажите неравенство с противоположным знаком при 0<a1, a2, ... , an<1

Конечное и бесконечное
10 июля
Капля камень точит
Принцип Архимеда. Складывая само с собой любое положительное число (даже очень малое), можно превзойти любое число (даже очень большое).

Задача 1. Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что найдутся две разноцветные точки на расстоянии 1 микрон.

Задача 2. Два зеркала бесконечной длины образуют угол. Луч света падает на один из них. Докажите, что луч света отразится от зеркал конечное число раз (даже если угол очень маленький).

Задача 3. Докажите, что среди сумм вида 1+1/2 + 1/3 +…+ 1/n есть сколь угодно большие. 

Задача 4. Окружность разделена на несколько дуг. На одной из дуг сидит кузнечик. Время от времени он совершает прыжок, смещаясь при этом по часовой стрелке на величину дуги, с которой прыгнул. Докажите, что он либо рано или поздно попадет на границу дуг, либо побывает лишь в конечном числе точек.

Сколько бы ни было – хочется еще

Следует различать «сколь угодно большое» и «бесконечное».

Задача 5. а) Докажите, что есть сколь угодно длинная группа подряд идущих составных чисел.

б) Найдется ли бесконечная группа подряд идущих составных чисел?

Задача 6.а) Продлим шахматную доску вправо и влево на миллион клеток. Король стоит на средней клетке нижней горизонтали. Может ли он обойти всю доску, побывав на каждой клетке ровно один раз?
б) Тот же вопрос, если доску продлили вправо и влево до бесконечности?

Дирихле на бесконечности

Если бесконечную кучу разделить на конечное число частей, хотя бы одна из частей должна быть бесконечной. 

Упр.7. Докажите, что есть бесконечно много простых чисел, дающих при делении на 2013 одинаковый остаток.

Задача 7. Докажите, что среди цифр в десятичной записи 
[image: image94.wmf]2

есть две цифры, каждая из которых встречается бесконечно много раз.

Задача 8. Круг разделен на 2013 секторов, и в каждом написано целое число. В один из секторов ставится фишка. Каждым ходом прочитывается число в секторе, где стоит фишка (пусть прочитано k), фишка сдвигается на |k| секторов по часовой стрелке, и там, куда она придет, число увеличивается на 1. Докажите, что со временем все числа станут больше миллиона.

Ковшом моря не вычерпаешь

Если покрыто целое, то покрыта его любая часть

Задача 9. Можно ли покрыть прямую конечным числом кругов?

Задача 10. На плоскости отметили миллион точек, и через каждые две провели прямую. Докажите, что можно провести  еще одну прямую так, чтобы угол между ней и любой ранее  проведенной выражался нецелым числом градусов.

Задача 11. Полоса – это часть плоскости между двумя параллельными прямыми. Можно ли покрыть плоскость конечным числом полос?

Задача 12.  Можно ли покрыть плоскость конечным числом внутренностей парабол? 

Для самостоятельного решения 

КБ1. а) На отрезке длины 1 расположено бесконечно много отрезков длины 0,1. Докажите, что найдется отрезочек длины 0,01, лежащий внутри бесконечного числа отрезков. 

б) В круге радиуса 1 расположено бесконечно много кругов радиуса 0,1. Докажите, что найдётся кружок радиуса 0,01, содержащийся в бесконечном числе кругов.

КБ2. Бесконечная во все стороны шахматная доска покрыта домино так, что каждое домино покрывает клетки. Может ли случиться, что каждая прямая, идущая по границам клеток режет пополам
а) лишь конечное число домино  

б) бесконечное число домино?

КБ3. Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.

КБ4. Известно, что человечество бессмертно, а каждый человек смертен и имеет конечное число детей. Докажите, что найдется идущая от отца к сыну бесконечная мужская цепочка, начинающаяся с Адама.

Счетность и равномощность
11 июля
... о том, как комары, доносчики и гангстеры
 помогают сравнивать бесконечные множества.

Определение. Множества A и B равномощны, если между  ними  есть  взаимно-однозначное соответствие. 

Упр1. Если A и B равномощны и |A|=m, то |B|=m.

Упр2. Если A и B равномощны и B и C равномощны, то A и C тоже равномощны.

Пред3. В каждом подмножестве натуральных чисел есть наименьшее число. 

Определение. Множество A счетно, если оно  равномощно  множеству всех натуральных чисел N.

Зад4. В космической гостинице бесконечно много номеров, занумерованных натуральными числами. Сейчас в каждом номере живет по гостю.  

а) Приехал еще один гость. Можно ли переселить других гостей, чтобы освободился ровно один номер?

б) Рядом закрылась такая же гостиница, и бесконечно много гостей из нее хотят переселиться в нашу. Можем ли за счет переселения освободить нужное множество номеров?

Пред5. Множества N и Z равномощны.

Пред6. Бесконечное подмножество счетного множества – счетно.

Пред7. Объединение счетного числа конечных множеств не более чем счетно.

Зад8. а) Может ли король обойти бесконечную шахматную доску, побывав на каждом поле ровно по одному разу? б) Обозначим Z множество всех целых чисел. Существует ли взаимно-однозначное соответствие между N и Z(Z ?

Зад9. Докажите счетность множеств а) Nk (k - натурально);  б) Q (всех рациональных чисел); в) Cfin(N) – всех конечных подмножеств в N.

Зад10. а) Налетела бесконечная туча комаров. Докажите, что можно убить счетное множество комаров.

б) Налетело множество комаров. Часть Тима убил, но осталось равномощное множество. Докажите, что комаров бесконечно много. 

в) Налетела бесконечная туча комаров. Лев убил счетное множество и выложил в ряд. Как Льву установить биекцию между множеством всех комаров (живых и убитых) и подмножеством этого множества.

Пред11. а) В каждом бесконечном множестве есть счетное подмножество.


б) A – бесконечно <=> в A есть подмножество B(A, равномощное A.

Пред12. Прямая, отрезок, интервал и окружность – равномощны.

Зад13. В Тридевятом царстве каждое подмножество подданных считается тайным обществом. Царь Бюрократ приказал каждому подданному доносить на какое-нибудь одно тайное общество. Докажите, что есть тайное общество, на которое никто не доносит.

(Указание: назовем человека приличным, если он не  доносит на тайное общество, в котором состоит).

Определение. Обозначим С(A) множество всех подмножеств A, 2A -  множество всех отображений из {1,2} в A. Мощность С(N) называется континуум.
Определение. Мощность B больше мощности A, если A и B не равномощны и A равномощно подмножеству множества B.
Пред13. 
а) С(A) и 2A – равномощны.


б) Мощность 2A  больше чем мощность A.

Для самостоятельного решения

Сч1. Бесконечно много гангстеров охотятся друг на друга так, что каждый охотится не более чем за одним другим. Докажите, что можно выбрать из них бесконечную банду в которой никто ни за кем не охотится. 

Сч2. Какова мощность множества последовательностей натуральных чисел?

Сч3. а) Имеется несколько юношей, каждый из которых знаком с некоторыми девушками. Две свахи знают, кто с кем знаком. Одна сваха заявляет: “Я могу устроить так, что каждый из брюнетов женится на знакомой ему девушке!” Вторая сваха говорит: “А я могу устроить так, что каждая из блондинок выйдет замуж за знакомого юношу!” Этот диалог услышал любитель математики, который сказал: “В таком случае можно сделать и то, и другое!” Прав ли он?

б) (Теорема Кантора-Бернштейна). Если можно множество A равномощно подмножеству множества B, а множество B равномощно подмножеству множества A, то A и B равномощны.

Сч4. Петя заполнил клетки бесконечной во все стороны шахматной доски натуральными числами (возможно, с повторениями). Последовательность реализуема, если есть путь короля по этой доске такой, что после первого хода король стоит на первом числе послеловательности, после второго хода – на втором числе и т.д. Могут ли все последовательности натуральных чисел быть реализуемыми на этой доске?
Сч5. Назовем буквой Т пару перпендикулярных отрезков, где середина первого служит концом второго. Какова наибольшая мощность множества непересекающихся букв Т на плоскости?
Сч6. Мощность A – континуум. Докажите, что A(A равномощно A.

Сч7. Какую наибольшую мощность может иметь система различных подмножеств счетного множества так, чтобы а) любые два не пересекались; б)  любые два пересекались не более, чем по 10 элементам; в) любые  два  пересекались не более, чем по конечному множеству; г) среди любых двух одно было подмножеством другого?
Сч8. В том же Тридевятом царстве царь Бюрократ хочет, чтобы каждый подданный следил за кем-то одним из остальных подданных. Он приказал каждому тайному обществу составить вариант приказа, в котором было бы распределено, кто именно за кем следит. Может ли он так получить все возможные варианты распределения? 

Бесконечные алгоритмы
15 июля
Рабочий несет домой со стройки один кирпич. – Что ж всего один-то? – удивляется охранник. – А я не ленивый, еще не раз схожу…

1. Состав из конечного числа одинаковых вагонов замкнут в кольцо. Тебя с куском мела поместили в один из вагонов. Ты можешь свободно ходить по составу и делать любые пометки на стенах вагонов. В любой момент ты можешь сказать, сколько вагонов в поезде. Если угадаешь, то тебя выпустят (а иначе – конец). Учти, однако, что до тебя уже многие пытались пройти это испытание. Возможно, они оставляли на стенах какие-то пометки. Опиши алгоритм, который поможет спастись наверняка.

2. На бесконечном шоссе находятся полицейская машина (ездит со скоростью до 100 км/ч) и вор на угнанном мотоцикле (ездит со скоростью до 80 км/ч). Полицейские не знают, в каком месте шоссе находится вор. Как им действовать, чтобы наверняка догнать вора? (Вор не может съехать с шоссе или спрятаться).  

3. Петя задумал натуральное число. Вася каждым ходом называет натуральное число. Если он называет текущее Петино число, то Петя говорит «Я проиграл». Иначе Петя меняет текущее число по такому правилу: если его текущее число p не взаимно просто с названным Васей числом v, то он меняет p на pv+1, иначе – на pv+2. Может ли Вася действовать так, чтобы наверняка выиграть за конечное число ходов?

4. В таблице две строки и бесконечно много столбцов. Клетки первой строки по порядку занумерованы натуральными числами. В каждом столбце верхнее число не равно нижнему. Докажите, что можно выбрать бесконечно много столбцов так, чтобы все числа в выбранных столбцах были различны.

5. Два бога по очереди выписывают цифры бесконечной десятичной дроби. Первый своим ходом приписывает в хвост любое конечное число цифр, второй – одну. Если в итоге получится периодическая дробь (без предпериода),  выигрывает первый, иначе – второй. Кто выиграет при наилучшей игре сторон? 

6. Петя построил последовательность из 2013 различных натуральных чисел, где для любого k≤2013 сумма любых первых k  чисел делилась на k. Докажите, что последовательность можно продолжить до бесконечности с сохранением условия о делимости и так, чтобы каждое натуральное число встретилось ровно один раз.

7. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков блохи постоянна и равна
[image: image95.emf]. Докажите, что блоха рано или поздно попадет в яму.

8. Последовательность задана рекуррентной формулой xn+1=[xn]{xn}.
а) Докажите, что если  x1>0, то начиная с некоторого места все члены равны 0.
б) Докажите, что |[ xn+1]||[xn]|
в) Докажите, что если  –1<x1<0, то последовательность периодична с периодом длины 2.
г) Решите уравнение x=[x]{x}.
д) Как ведет себя расстояние от xn до ближайшего решения уравнения из (г)? 
е) Докажите, что последовательность периодична.

Для самостоятельного решения
БА1. Дан отрезок числовой оси. Два бога ходят по очереди. Каждым ходом от отрезка отрезается и отбрасывается правая или левая половинка. Когда игра закончится, остается общая точка всех отрезков. Если она рациональна, выигрывает первый, иначе – второй. У кого из них есть выигрышная стратегия?
БА2. Петя и Вася играют на бесконечной в обе стороны клетчатой полоске, вначале пустой. Ходят по очереди, начинает Петя. За ход Петя ставит два крестика в любые две пустые клетки. Вася за один ход стирает одну группу крестиков, идущую подряд без пробелов. Может ли Петя получить группу из не менее чем 2013 крестиков подряд? 
БА3. Назовем лабиринтом шахматную доску 8×8, где между некоторыми полями вставлены перегородки. По команде ВПРАВО ладья смещается на одно поле вправо или, если справа край доски или перегородка, остается на месте; аналогично выполняются команды ВЛЕВО, ВВЕРХ и ВНИЗ. Бог пишет программу – конечную последовательность указанных команд, и дает её чёрту, после чего чёрт выбирает лабиринт и помещает в него ладью на любое поле. Докажите, что бог может написать такую программу, что ладья обойдет все доступные поля в лабиринте при любом выборе чёрта.
БА4. Бесконечная вправо и влево последовательность целых чисел называется биекцией, если в ней каждое целое число встречается ровно по одному разу. Докажите, что любую биекцию можно представить как сумму двух других биекций (последовательности складываются покоординатно).
Бесконечное и минимальный контрпример. 

Лексикографический порядок
16 июля
Если уж падать с 15-метровой лестницы, то лучше – с первой ступеньки… 

Лестница надежна, если надежны все ее ступеньки. Но это надо проверять. Узким местом часто оказывается самая низкая из ненадежных ступенек. Дополнительное свойство «самая низкая» создает то ограничение свободы, которое облегчает поиск (если есть) или проверку отсутствия (если нет) такой ступеньки. В самом деле, если нет самой низкой ненадежной ступеньки, то ненадежных ступенек нет вообще (мы считаем, что лестница не уходит бесконечно вниз, то есть бесконечный спуск невозможен). То же самое на математическом языке можно сказать и по-другому: либо есть минимальный контрпример, либо контрпримера нет вообще.

Упр 1. Докажите, что в невозрастающей последовательности натуральных чисел начиная с некоторого места все члены равны.
Задача 2 (Принцип минимального контрпримера)

а) Найдите минимальный (по сумме) набор из 6 различных натуральных чисел, которые можно разбить на две тройки с одинаковыми произведениями.

б) Докажите, что есть минимальный (по сумме) набор из 100 различных натуральных чисел, который можно разбить на 10 наборов с одинаковыми произведениями.
Упр 3. (метод бесконечного спуска)

а) Есть бесконечная последовательность чисел, где каждый член равен сумме двух ближайших слева. В ней есть два соседних члена кратных 5. Докажите, что все члены кратны 5.

б) Есть бесконечная последовательность чисел, где каждый член равен сумме двух ближайших слева. Первый член равен 2013. Докажите, что в последовательности нет двух соседних членов кратных 5.
Задача 4. На координатной плоскости лежит правильный пятиугольник.  Докажите, что хотя бы одна из координат его вершин – не целая. 

Указание. Иначе внутри него есть меньший правильный пятиугольник с целыми координатами вершин.
Задача 5. На доске выписано 100 целых чисел. Известно, что для любых пяти из этих чисел найдутся такие шесть из этих чисел, что равны средние арифметические этой пятерки и этой шестёрки. Докажите, что все числа равны.
Определение (лексикографический порядок). Пусть A=(a1,a2, ...,am) и B=(b1,b2,...,bm) – две числовые строки длины m. Скажем, что A<B если a1<b1 либо a1=b1, a2<b2 либо a1=b1, a2=b2, a3<b3 и т. д. 
Nm – множество строк натуральных чисел длины m.
Упр 6. Докажите, что если A<B и B<C, то A<C.
Теорема 7. В каждом подмножестве множества Nm есть лексикографически минимальный элемент.
Задача 8. В колоде часть карт лежит рубашкой вниз. Время от времени Петя вынимает из колоды пачку из нескольких подряд лежащих карт, в которой верхняя и нижняя карты лежат рубашкой вниз (возможно, пачка состоит из одной карты), переворачивает эту карту или всю вынутую пачку как одно целое и вставляет в то же место колоды. Докажите, что независимо от того, как Петя выбирает пачки, в конце концов  все карты лягут рубашкой вверх.
Задача 9. В строке в беспорядке записаны положительные числа a1,a2,...,a100000. Если найдутся два числа рядом, при этом правое меньше левого, то компьютер меняет их местами, и умножает то из них, что оказалось справа, на 1000. Докажите, что  рано или поздно все числа в строке будут идти по возрастанию.
Задача 10. На доске написано натуральное число n>1. Разрешается выбрать любой простой делитель p числа n, и заменить n на число 
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. Докажите, что в результате таких замен на доске рано или поздно появится число 1.

Для самостоятельного решения

МК1. В строке записано несколько чисел. Каждую секунду робот выбирает какую-либо пару рядом стоящих чисел, в которой левое число больше правого, меняет их местами и при этом умножает оба числа на 2. Докажите, что через некоторое время сделать очередную такую операцию будет невозможно.
МК2. В бесконечной последовательности есть конечное число единиц, остальные члены равны 0. Если найдется группа 01, ее можно заменить на любую группу вида 10...0. Докажите, что удастся сделать лишь конечное число замен.
МК3. Петя ставит точку с натуральными координатами, проводит из нее два луча вправо и вверх, и закрашивает внутренность угла и его стороны. Следующую точку с натуральными координатами он выбирает среди незакрашенных, и так же строит и закрашивает угол. Докажите, что через несколько операций все точки с натуральными координатами будут закрашены, даже если Петя этого не хочет.
МК4. Шайка разбойников отобрала у купца мешок монет. Каждая монета стоит целое число грошей. Оказалось, что какую бы монету ни отложить, оставшуюся сумму можно разделить между разбойниками поровну. Докажите, что если отложить одну монету, то число монет разделится на число разбойников.

Группы подстановок
17 июля
1. Зад1. У фигуры есть ровно две оси симметрии. Докажите, что они перпендикулярны.
Определение. Самосовмещением фигуры F назовем движение плоскости, переводящее каждую точку фигуры F в ту же или другую точку F. 
2. Зад2. Сколько самосовмещений у: а) прямоугольного равнобедренного треугольника; б) правильного треугольника; в) ромба; г) квадрата?
3. Зад3. Докажите, что композиция самосовмещений фигуры Ф и обратное движение тоже самосовмещение Ф. 
4. Зад4. Найдите фигуру, у которой ровно а) 7 самосовмещений б) 10 самосовмещений.

Очевидно, что самосовмещение многоугольника задает биекцию на множестве его вершин и, наоборот, зная, куда перейдут вершины, мы знаем и образы остальных точек. Такую биекцию можно записывать в два ряда, указывая под каждой вершиной ее образ. Например, симметрия правильного треугольника ABC относительно биссектрисы угла A запишется 
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5. Зад5. Запишите так поворот 6-угольника на 60º, симметрию его относительно диагонали и их композицию.
6. Зад6. Выпишите в таком виде все самосовмещения правильного треугольника и составьте их «таблицу умножения».  
Определение. Подстановкой на конечном множестве назовем его биекцию. Группа подстановок Sm – все подстановки множества {1, 2, …, m}. 

Очевидно, что в него входит тождественная подстановка, вместе с каждой подстановкой входит обратная к ней, и вместе с каждой парой подстановок их композиция. Обычно композицию называют просто умножением и говорят о произведении подстановок.
7. Зад7. Сколько всего подстановок в Sm?
8. Зад8. Составьте таблицу умножения для S3.
Определение. Подстановка называется циклической (или просто циклом), если она сдвигает некоторые элементы по кругу, а остальные оставляет неподвижными. Два цикла называются независимыми, если никакой элемент не сдвигается и первой, и второй перестановкой  одновременно.
Запись цикла. Примеры независимых циклов.
9. Зад9. Найдите композиции в S5: (134)◦(235); (23) ◦ (245).
10. Зад10. Запишите в виде композиции независимых циклов следующие перестановки: 
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11. Зад11. Любая перестановка есть композиция независимых циклов. 
Четные и нечетные перестановки.

Определение. Цикл длины два называется транспозицией. Транспозиция, меняющая местами два соседних числа, называется элементарной.
12. Зад12. Любая перестановка  есть композиция а) транспозиций; б) элементарных транспозиций. 
13. Зад 13. На книжной полке в библиотеке стоит собрание сочинений, состоящее из 2009 томов.  В библиотеке работает комиссия. Если она обнаруживает пару томов на полке, расположенную так, что том с меньшим номером из этой пары стоит раньше тома с большим номером, то за каждую такую пару библиотекарь получает выговор.


а) Сколько выговоров  получит библиотекарь, если все тома будут расположены в обратном порядке?


б) При некоторой расстановке книг библиотекарь получил некоторое количество выговоров. Можно ли так переставить две книги, чтобы число выговоров увеличилось на 100?


в) Библиотекарю удалось расставить два экземпляра этого собрания сочинений в правильном порядке. В библиотеку забрались два хулигана . Каждый из них каждую секунду переставляет какие-нибудь две книги на своей полке. Может ли оказаться так, что у первого из них через 100 секунд книги будут расставлены точно так же, как у второго через 99 секунд ?


г) Доказать, что книги можно расставить так, что библиотекарь получит ровно миллион выговоров. 
Определение. Пусть дана некоторая перестановка на множестве чисел 1, 2,..., n. Пара чисел i, j называется инверсией  данной перестановки, если большее из этих чисел расположено в перестановке раньше меньшего. Перестановка называется четной (нечетной), если четно (нечетно) число ее инверсий.  
14. Зад14. Найти четность: а) перестановки 
[image: image100.wmf]÷
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; б) произвольной транспозиции.
15. Зад15. При умножении произвольной перестановки на транспозицию четность перестановки изменится.
16. Зад16. Найдите четность: а) цикла длины 3; б) цикла длины 4; в) цикла произвольной длины n.
17. Зад17. Композиция перестановок одинаковой четности есть четная  перестановка, а композиция перестановок разной четности - нечетная.
Для самостоятельного решения
ГП1. Разрешается прыгать буквой через две соседние вправо или влево (например, из ИКС сделать КСИ). Можно ли с помощью таких операций превратить а) ГОРБ в ГРОБ; б) АВТОР в ОТВАР; в) АПЕЛЬСИН в СПАНИЕЛЬ?
ГП2. В городе Урюпинске разрешены только тройные обмены квартир. Может ли в результате нескольких обменов получиться так, что семья Ивановых поменяется квартирами с семьей Петровых, а все остальные жители останутся при своих квартирах?  
ГП3. Доказать, что любая четная подстановка есть композиция циклов длины 3. 
ГП4. В городе Урюпинске разрешены только парные обмены квартир, и каждая семья может совершить только  один обмен в день. Докажите, что любой сложный обмен (но при котором каждая семья отдает одну квартиру и получает одну квартиру) можно совершить за два дня.

Группы подстановок-2 
19 июля
Запись цикла. Примеры независимых циклов.
Обозначение и определение. Запись подстановки (abc…yz) означает, что элементы переходят друг в друга по циклу: a->b->c->…->y->z->a. Циклы независимы, если у них нет общих элементов.

1. Найдите композиции в S6: (1356)◦(2546);  (1234) ◦ (3456).

2. Запишите в виде композиции независимых циклов следующие подстановки: 
[image: image101.emf], 
[image: image102.emf].
3. Теорема. Любая подстановка есть композиция независимых циклов. 

4. Найдите 
[image: image103.emf]
5. Докажите, что если любую подстановку из Sn повторить n! раз, то все элементы вернутся на свои места.
Определение. Цикл длины два называется транспозицией (например, (37), в общем случае (ij)). Транспозиция, меняющая местами два соседних числа, называется элементарной (например, (56), в общем случае (i i+1).

6. Пусть подстановки s и s(ij) записаны каждая в две строки. Как отличаются перестановки в нижних строках записей?
7. Лемма. Любая подстановка есть композиция а) транспозиций; 

б) элементарных транспозиций. 
Четные и нечетные подстановки

Определение. Пусть дана некоторая перестановка на множестве чисел 1, 2,..., n. Пара чисел i, j называется инверсией  данной перестановки, если большее из этих чисел расположено в перестановке раньше меньшего. Перестановка называется четной (нечетной), если четно (нечетно) число ее инверсий. Четность подстановки – это четность перестановки в ее нижней строке. 

8. Найдите четность: а) подстановки 
[image: image104.emf]; б) произвольной транспозиции.

9. Докажите, что при умножении произвольной подстановки на транспозицию четность подстановки изменится.

10. Найдите четность: а) цикла длины 3; б) цикла длины 4; в) цикла произвольной длины n.
11. Теорема. Композиция подстановок одинаковой четности есть четная  подстановка, а композиция подстановок разной четности – нечетная.

12. Разрешается прыгать буквой через две соседние вправо или влево (например, из ТОР сделать ОРТ). Можно ли с помощью таких операций превратить а) ГОРБ в ГРОБ; б) АВТОР в ОТВАР; в) АПЕЛЬСИН в СПАНИЕЛЬ?

13. В городе Троицке разрешены только тройные обмены квартир. Может ли в результате нескольких обменов получиться так, что семья Ивановых поменяется квартирами с семьёй Петровых, а все остальные жители останутся при своих квартирах?
Для самостоятельного решения
ГП1. Какой минимальный набор транспозиций нужно взять, чтобы перемножая их, можно было получить любую перестановку n элементов?
ГП2. На книжной полке стоит собрание сочинений из N томов. За один раз можно любые два тома поменять местами друг с другом. За какое наименьшее число таких обменов можно наверняка поставить все тома по порядку?
ГП3. Докажите, что при n>2 любая четная подстановка в Sn представляется как произведение тройных циклов.
ГП4. В городе Дублине разрешены только парные обмены квартир, и каждая семья может совершить только один обмен в день. Докажите, что любой сложный обмен (но при котором каждая семья отдает одну квартиру и получает одну квартиру) можно совершить за два дня.
ГП5. В «игре 15» в квадрат 4×4 уложены 15 квадратиков 1×1, пронумерованных от 1 до 15, а одна клетка – пустая. За один ход разрешается передвинуть на пустую клетку любой соседний с ней по стороне квадратик. Докажите, что такими ходами нельзя поменять две соседние фишки, сохранив все остальные на местах.
ГП6. а)  Обозначим через Dn число подстановок в Sn, которые ни одно число не переводят в себя (эти числа числа называются субфакториалами ). Найдите явную формулу для Dn.
б) У факториала есть прекрасное свойство: n! = (n–1)((n–1)!+(n–2)!). Докажите комбинаторно и алгебраически, что тем же свойством обладает и субфакториал.

Группы преобразований
20 июля
Определение. Обозначим G(A) множество биекций f: A→A. Назовем подмножество H
[image: image105.wmf]Î

G(A) группой, если выполнены 3 условия: а) IdA
[image: image106.wmf]Î

H; б) если f
[image: image107.wmf]Î

H, то и f -1
[image: image108.wmf]Î

H; в) если f,g
[image: image109.wmf]Î

H, то и f◦g
[image: image110.wmf]Î

H. 

Число элементов или мощность H называются порядком группы. 
Примеры групп: а) {IdП, Sa}; б) повороты вокруг одной точки, в) группа четных подстановок m-элементного множества.
Упр1. Найдите порядки групп для предыдущих примеров.
Упр2. Какие из данных множеств преобразований плоскости – группы: 
а) параллельные переносы б) движения в) осевые симметрии г) повороты д) движения с неподвижной точкой O?
Упр3. Пусть A – множество из 10 элементов. Приведите пример группы H
[image: image111.wmf]Î

G(A) порядка 


а) 7 б) 14  в) 15. 
Опр. Пусть g – элемент группы H. Наименьшее натуральное n, для которого gn=Id называется порядком элемента g (порядок может быть и бесконечным).
Упр4. Каков порядок а) осевой симметрии б) параллельного переноса в) поворота на 30º?
Зад5. Для каких  поворот на  имеет конечный порядок?
Опр. Если HG(A), то говорят, что задано действие группы H на множестве A. Орбита H(a) элемента aA – это множество всех тех элементов, в которые переходит a под действием преобразований из H. Порядок орбиты – это число элементов (или мощность) орбиты. 
Пример. Для группы {IdП, Sa} все орбиты одно- или двухточечные; для группы поворотов вокруг точки O – окружности.
Упр6. Нарисуйте орбиты групп а) переносов, параллельных прямой a; б) гомотетий с центром в точке O.
Упр7. Докажите, что порядок орбиты не больше порядка группы.
Пред8. Орбиты двух элементов не пересекаются либо полностью совпадают.
Замечание. Часто действие группы HG(A) определено не только на множестве A, но и на других множествах. Всегда определено действие на множества всех подмножеств A. Кроме того, движения действуют на классах фигур (окружностей, треугольников, прямых), а также на множестве векторов.
Упр9. Каковы орбиты действия групп из предыдущего упражнения на множестве прямых?
Опр. Подгруппа – это подмножество группы, являющееся группой.

Например, в группе поворотов вокруг O есть подгруппа подгруппа поворотов на углы, кратные . 
Упр10. Найдите все подгруппы группы S3. 
Упр11. У группы порядка 30 есть орбита из 10 элементов. Докажите, что для каждого элемента орбиты найдутся а) 2 б) 3 преобразования, которые оставляют его неподвижным (переводят в себя).
Упр12. Докажите, что множество преобразований группы, оставляющих данный элемент a неподвижным – подгруппа. Обозначим ее St(a). 
Упр15. В группе есть поворот
[image: image112.emf], где  – иррационально. Докажите, что если орбита не содержит точку O, то она – бесконечна.
Зад16 Правильный треугольник катают через стороны по плоскости. Через несколько перекатываний он вернулся на исходное место. Докажите, что каждая из вершин тоже вернулись на исходное место.

Для самостоятельного решения
Пре1. Докажите, что угол между осями симметрии любого многоугольника измеряется рациональным числом градусов.
Пре2 Докажите, что если в группе есть два поворота вокруг разных точек, то группа бесконечна.
Пре3. Каков наибольший порядок элемента в группе S20?
Пре4. Одно из движений конечной группы движений плоскости – симметрия. Докажите, что эта группа четного порядка. 

Конечные группы и делимость
21 июля
Определение 1. Множество элементов группы, оставляющих данную точку a неподвижной, называется стабилизатором точки и обозначается St(a).
Упр1. Докажите, что стабилизатор точки – подгруппа.
Зад2. Группа G – конечна, и в ней больше элементов, чем в орбите точки a. Докажите, что в St(a) более одного элемента.
Теорема 3. Пусть Н – конечная группа преобразований множества A,  aA, H(a) – орбита точки a. Тогда |H|=| H(a)||St(a)|.
Следствие 4. Порядок орбиты делит порядок группы.
Зад5. Группа порядка 25 действует на множестве из 100 точек. Некоторая точка остается неподвижной при действии любого элемента группы. Докажите, что неподвижных точек по крайней мере 5.
Определение 2. . Назовем подмножество H чисел или остатков группой по умножению, если выполнены 3 условия: а) e=1H; б) если fH, то и 1/fH; в) если f,gH, то и fgH. Назовем подмножество H чисел или остатков группой по сложению, если выполнены 3 условия: а) e=0H; б) если fH, то и –fH; в) если f,gH, то и f+gH.
Примеры а) R+ – действительные числа по сложению; б) Q* – рациональные числа по умножению; в) Циклическая группа Zn – остатки по модулю n по сложению.
Упр6. Являются ли следующие множества с операциями группами: а) четные числа по сложению; б) нечетные числа по сложению; в) четные числа по умножению; г) степени двойки с целым показателем по умножению; д) положительные числа по сложению; е) положительные числа по умножению?
Зад7. Являются ли группой по умножению множество ненулевых остатков по модулю n а) при n=7; б) при n=10; в) при каких n это множество – группа?

б) Всякая конечная подгруппа группы поворотов – циклическая.  
Соглашение. Если мы не хотим уточнять природу группы, то операцию в группе (неважно, сложение, умножение или композицию) будем называть умножением и обозначать *.
Упр8. Всякий элемент g порождает подгруппу <g>={...,g-1,e,g,g2,...}, а ее порядок равен порядку элемента g. 
Лемма 9 (правило сокращения). Если g*a=g*b или a*g=b*g, то a=b. 
Определение 3. Пусть H – подгруппа в G. Для каждого hH зададим отображение левого сдвига Lh:GG по правилу: Lh(g)=hg.
Лемма 10. Докажите, что а) левый сдвиг – это биекция; б) LaLb=La*b. (то есть, левые сдвиги задают действие H на G); в) все орбиты равномощны H.
Теорема Лагранжа. Порядок подгруппы конечной группы делит порядок группы.
Следствие 11. Порядок элемента конечной группы делит порядок группы.
Упр12. Есть ли в Z13 несобственные подгруппы?
Предложение 13. Взаимно простые с n остатки от деления на n образуют группу по умножению Zn* порядка (n).
Теорема Эйлера. Если a и n взаимно просты, то a(n)–1–1 делится на n.
Для самостоятельного решения
Когр1. Докажите, что всякая группа простого порядка коммутативна, то есть xy= yx для любой пары элементов.
Когр2. Докажите, что если в группе квадрат любого элемента равен e нейтральному, то группа коммутативна.
Когр3. а) Докажите, что в группе Zp* (p>2 – простое) есть ровно один элемент порядка 2

б) Этот элемент равен произведению всех элементов группы

в) Докажите теорему Вильсона: (p–1)!+1 делится на p.

Вектора
05 июля
Упр0
Упростите выражение: а)
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1.
AM – медиана треугольника ABC. Докажите, что 
[image: image115.wmf]2
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2.
Точка M делит отрезок ВС в отношении x:y, считая от точки В. Докажите, что для любой точки О на плоскости верно равенство 
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3.
Дан четырехугольник ABCD. Точки M и N – середины сторон BC и AD соответственно. Докажите, что 
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4.
Пусть М – точка пересечения медиан треугольника АВС. Докажите, что для любой точки ш на плоскости верно равенство 
[image: image118.wmf]3
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5.
Докажите, что если вектора 
[image: image119.wmf]b

a

+

 и 
[image: image120.wmf]b

a

-

 перпендикулярны, то 
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6.
Докажите, что на сторонах и диагоналях многоугольника с нечетным числом сторон можно расставить стрелки так, чтобы сумма всех полученных векторов была равна нулю. 
7.
Докажите, что если сумма n неколлинеарных векторов равна 0, то из них можно составить выпуклый n-угольник.

8.
На сторонах пятиугольника AB, BC, CD, DE отметили середины сторон K, L, M, N соответственно. P и Q – середины отрезков KM и LN. Докажите что PQ||AE и найдите, во сколько раз отрезок AE больше отрезка PQ.

9.
На сторонах многоугольника, вписанного в окружность диаметра 1, расставлены стрелки. Докажите, что длина суммы полученных векторов не превосходит 2.

10.
Дано 2n векторов на плоскости, двое по очереди берут себе по одному вектору. Выигрывает тот, у кого длина суммы его векторов будет больше. Кто выиграет при правильной игре, начинающий или его противник, если известно, что а) сумма векторов равна 
[image: image122.wmf]0

, б) сумма векторов не равна 
[image: image123.wmf]0
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11.
На плоскости есть 2013 векторов, среди которых есть неколлинеарные. Сумма любых 2012 векторов коллинеарна с невключенным в эту сумму вектором. Докажите, что сумма всех векторов равна 0.

12.
Дан многоугольник A1A2…An. Пусть B1, B2,…, Bn – середины сторон A1A2, A2A3,…, AnA1 соответственно. Из этих точек построены во внешнюю сторону вектора 
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 перпендикулярные соответственным сторонам многоугольника и равные им по длине. Доказать, что сумма этих векторов равна 
[image: image127.wmf]0
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Для самостоятельного решения

Ве1.
На стороне АВ треугольника АВС отметили такую точку M, что AM = 2MB, на стороне ВС – такую точку N, что BN = 3NC, на стороне CA – её середину P. Затем треугольник стёрли, оставив только три отмеченные точки. Как восстановить треугольник?

Ве2.
Дан треугольник площади 1. Докажите, что из его медиан можно составить треугольник и найдите его площадь.

Ве3.
Пусть O ― центр описанной окружности, а H ― ортоцентр треугольника ABC. Докажите, что 
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Поворот

6 июля
Определение. Преобразованием плоскости называют отображение плоскости на себя, при котором каждая точка плоскости A переходит в некоторую точку A1. Точка A1 называется образом точки A, а точка A - прообразом точки A1.

Определение. Движением называется такое преобразование плоскости, при котором для любых двух точек A и B ресстояние между ними равно расстоянию между их образами (т.е. AB=A1B1).
Определение. Поворотом вокруг точки О на угол 
[image: image129.wmf]j

 называется преобразование плоскости, переводящее каждую точку А в такую точку А1, что ОА = ОА1 и угол между лучами ОА и ОА1 (т.е. угол, отсчитываемый против часовой стрелки от луча ОА к лучу ОА1) равен (, 0 ≤ 
[image: image130.wmf]j

 ≤ 3600.
Упражнения

1. Докажите, что поворот является движением.

2. Докажите, что при повороте прямая переходит в прямую, окружность – в окружность.

3. Докажите, что если прямая а при повороте на угол 
[image: image131.wmf]j

 переходит в прямую а1, то один из углов между а и а1 равен 
[image: image132.wmf]j

 при 0 ≤ 
[image: image133.wmf]j

 < 180o и 
[image: image134.wmf]j

 – 180o при 180 ≤ 
[image: image135.wmf]j

 < 360o.
4. Докажите, что композиция (последовательное выполнение) поворотов вокруг точки О на углы 
[image: image136.wmf]a

 и 
[image: image137.wmf]b

 есть поворот вокруг О на угол 
[image: image138.wmf]b
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 (или 
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 – 360о).
5. Найдите преобразование, обратное к повороту вокруг точки О на угол 
[image: image140.wmf]j

.
Задачи
6. Пусть М и К – середины сторон СD и DE правильного шестиугольника ABCDEF. Найдите угол между прямыми АМ и ВК.
7. Каждую вершину правильного семиугольника соединили с серединой стороны, следующей по часовой стрелке за той, которой принадлежит вершина. Докажите, что если провести разрезы по всем полученным отрезкам, то оставшаяся часть семиугольника будет снова правильным семиугольником.
8. На отрезке АЕ по одну сторону от него построены равносторонние треугольники АВС и СDЕ a) Найдите угол между прямыми AD и BE; b) Докажите, что AD=BE.

9. На дуге ВС окружности, описанной около равностороннего треугольника АВС, взята произвольная точка М. Докажите, что АМ = ВМ + СМ.
10. Внутри квадрата A1A2A3A4 взята точка P. Из вершины A1 опущен перпендикуляр на A2P, из A2 — перпендикуляр на A3P, из A3 — на A4P, из A4 — на A1P. Докажите, что все четыре перпендикуляра (или их продолжения) пересекается в одной точке.
11. На сторонах CB и CD квадрата ABCD взяты точки M и K так, что периметр треугольника CMK равен удвоенной стороне квадрата. Найдите величину угла MAK.

12. Точка Торричелли. а) В треугольнике АВС все углы меньше 120o. Найдите такую точку М, чтобы сумма расстояний АМ+ВМ+СМ была минимальна. б) Решите ту же задачу, если угол ВАС больше 120o.
Для самостоятельного решения
Пов1. В ромбе ABCD угол B равен 60o. На сторонах BC и CD выбраны точки M и N так, что CM+CN=AB. Докажите, что треугольник AMN –  правильный.

Пов2. Внутри выпуклого четырёхугольника ABCD взята точка M так, что BM=AM и CM=DM. Стороны AB и CD этого четырёхугольника видны из точки M под углом 90 градусов. Найти площадь четырёхугольника ABCD, если BD=х.

Пов3. На плоскости даны три параллельные прямые. Построить с помощью циркуля и линейки правильный треугольник так, чтобы его вершины лежали на этих прямых.

Геометрия масс
09 июля
Определение. Материальная точка 
[image: image141.wmf]mA

 – это точка 
[image: image142.wmf]A

 вместе с размещенной в ней массой m.

Определение. Центром масс материальных точек m1A1, ..., mnAn называется материальная точка mZ, для которой 
[image: image143.wmf]0
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При решении задач будем считать, что сумма всех масс не равна нулю.

Свойства центра масс

Св1. Правило рычага: для двух материальных точек 
[image: image145.wmf]1
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 и 
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 их центр масс – это материальная точка 
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, где 
[image: image148.wmf]Z

 – такая точка отрезка А1А2, для которой 
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Св2. Основная теорема. Если Z – центр масс системы материальных точек m1M1, …, mnMn, причем m1+…+mn≠0, то для дюбой точки О выполняется равенство 
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. Обратно, если хотя бы для одной точки О выполнено это равенство, то Z – центр масс системы.

Св3. Центр масс системы материальных точек существует и единственен.

Св4. Правило группировки. Если часть точек системы заменить их центром масс, то центр масс системы не изменится.

Св5. Положение центра масс системы точек не изменится, если все массы увеличить в одно и то же число раз (а масса центра увеличится в такое же число раз).

Упр0. Три медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся этой точкой в отношении 2:1, считая от вершины.
Упр1. Докажите, что середины диагоналей, а также точка пересечения отрезков, соединяющих середины противоположных сторон четырехугольника, лежат на одной прямой. 

Упр2. Можно расставить в вершины треугольника положительные массы так, чтобы их центр масс попал в заданную внутреннюю треугольника точку. 
Упр3. Теорема о пропорциональном делении. В треугольнике АВС точка А1 делит сторону ВС в отношении p:q, считая от вершины В, точка С1 делит сторону АВ в отношении m:n, считая от вершины А. Пусть К – точка пересечения АА1 и СС1. Тогда 
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Зад1. Пусть P – середина медианы АМ треугольника АВС. Прямая ВР пересекает АС в точке Е. Найти, в каком отношении отрезок АС делится точкой Е.

Зад2. Какие массы нужно расположить в трех вершинах параллелограмма, чтобы их центр масс оказался в четвертой вершине?

Определение. Чевианой называется отрезок, соединяющий вершину треугольника с точкой на противолежащей стороне. 

Зад3. Теорема Чевы. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC взяты точки C1 , A1 и B1  соответственно. Докажите, что чевианы AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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Зад4. Точка Жергонна. Пусть вписанная в треугольник окружность касается сторон BC, CA, AB в точках А1, В1, С1 соответственно. Докажите, что чевианы AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке.
Для самостоятельного решения

Мас1. Теорема Ван-Обеля. Чевианы AA1 , BB1 и CC1  треугольника ABC  пересекаются в одной точке K. Докажите, что AK/KA1 =AB1/B1C + AC1/C1B.

Мас2. Теорема Менелая. На сторонах AB, BC и продолжении стороны AC за точку С треугольника ABC взяты точки C1, A1 и B1  соответственно. Докажите, что A1, B1, C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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Мас3. Старый пират зарыл клад на острове среди 20 деревьев. После этого он написал завещание, в котором указал, как искать клад: надо встать к первому дереву, пройти половину расстояния до второго дерева, затем повернуть к третьему и пройти треть расстояния до него, затем повернуть к четвертому и пройти четверть расстояния до него, и т.д., наконец, повернуть к двадцатому и пройти двадцатую часть расстояния до него. К сожалению, пират забыл указать, как занумерованы деревья! Сколько разных ям придется выкопать потомкам пирата, чтобы все-таки найти клад?
Мас4. На окружности дано n точек одинаковой массы. Через центр масс любых n-2 точек проводится прямая, перпендикулярная хорде, соединяющей 2 оставшиеся точки. Докажите, что все такие прямые пересекаются в 1 точке.
Различные виды движений
10 июля
Определение. Параллельный перенос на вектор 
[image: image154.wmf]a

 – преобразование плоскости, при котором каждой точке A сопоставляетсся точка А1 такая, что вектор 
[image: image155.wmf]1
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 равен 
[image: image156.wmf]a

.

Определение. Осевая симметрия относительно прямой l – преобразование плоскости, при котором каждой точке плоскости А сопоставляется симметричная ей относительно прямой l точка А1.

Определение. Центральной симметрией относительно точки О называется преобразование плоскости, при котором каждой точке А сопоставляется точка А1, симметричная А относительно точки О (т.е. 
[image: image157.wmf]1
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Упр1. Докажите, что все вышеперечисленные преобразования являются движениями.

Упр2. Поворотом на какой угол является центральная симметрия?

Упр3. Докажите, что эти движения переводят прямые в прямые, окружности в окружности.

Упр4. Докажите, что эти движения сохраняют углы.

Упр5. Найдите обратные к этим движениям преобразования.

Упр6. Найдите все неподвижные точки этих движений.

Центральная симметрия
Зад1. Докажите, что никакая ограниченная фигура не может иметь двух центров симметрии.

Зад2. Две окружности радиуса R касаются в точке K. На одной из них взята точка A, на другой — точка B, причем (AKB=90(. Докажите, что AB=2R.
Зад3. У пятиугольника отметили все середины сторон, а потом все, кроме них, стерли. Восстановите пятиугольник.
Осевая симметрия

Зад4. Докажите, что если у фигуры ровно две оси симметрии, то они пересекаются под прямым углом.

Зад5. Некоторая окружность пересекает стороны АВ, ВС и АС треугольника АВС в двух разных точках (отличных от вершин). На каждой стороне одну из точек покрасили в синий цвет, другую – в красный. Оказалось, что перпендикуляры, восстановленные в синих точках, пересекаются в одной точке. Докажите, что перпендикуляры, восстановленные в красных точках, пересекаются в одной точке.
Зад6. [image: image184.wmf]î
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Докажите, что площадь любого выпуклого четырехугольника не превосходит полусуммы произведений противоположных сторон.

Параллельный перенос

Зад7. Внутри прямоугольника ABCD взята точка M. Докажите, что существует выпуклый четырёхугольник с перпендикулярными диагоналями длины AB и BC, стороны которого равны AM, BM, CM, DM. 
Зад8. На сторонах квадрата ABCD со стороной 1 взяты точки P, Q, M, N такие, что AP + AN + CQ + CM = 2 (см. рис.). Докажите, что отрезок РМ перпендикулярен отрезку QN.

Зад9. Внутри квадрата ABCD расположен квадрат KMXY. Докажите, что середины отрезков AK, BM, CX и DY также являются вершинами квадрата.

Для самостоятельного решения

Дв1. Дана прямая l и точки А и В по разные стороны от этой прямой. Найдите на прямой l такую точку М, чтобы эта прямая являлась биссектрисой угла АМВ.

Дв2. Дан прямоугольник ABCD, и во внешнюю сторону построен треугольник ABE. Докажите, что точка пересечения перпендикуляров, опущенных соответственно из точек C и D на AE и BE лежит на прямой, содержащей высоту треугольника ABE, опущенную из вершины E.

Дв3. На гипотенузе АВ равнобедренного прямоугольного треугольника АВС взяты точки М и N (N – между М и В) так, что (MCN = 45(. Докажите, что AM2 + NB2 = МN2.

Дв4. Точку О назовем «почти центром симметрии» фигуры F, если из F можно выбросить одну точку так, чтобы точка О была центром симметрии оставшейся части. Сколько «почти центров симметрии» может иметь фигура, состоящая а) из пяти точек, лежащих на одной прямой? б) из конечного числа точек плоскости?
Композиция движений

14 июля
Определение. Композицией движений f и g называется отображение 
[image: image158.wmf]f
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, т.е. результат последовательного применения движений f и g.

Определение. Скользящая симметрия – движение, задающееся некоторой прямой l и ненулевым вектором 
[image: image159.wmf]а

, параллельным этой прямой, которое является композицией 
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Определение. Тождественное преобразование – отображение плоскости на себя, сохраняющее все точки на месте.

Упр1. Композиция любых двух движений является движением.
Упр2. Какое движение является композицией двух осевых симметрий относительно параллельных прямых l1 и l2?

Упр3. Какое движение является композицией двух параллельных переносов на вектора 
[image: image161.wmf]a

 и 
[image: image162.wmf]b

?

Упр4. Какое движение является композицией осевой симметрии относительно прямой l и параллельного переноса на вектор 
[image: image163.wmf]a

? А наоборот?

Упр5. Скользящая симметрия – движение.

1. Заполните табличку, вписывая все возможные результаты композиции 
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Задачи

2. Даны треугольник АВС и точка М. Точка М1 симметрична точке М относительно середины АВ, точка М2 симметрична точке М1 относительно середины ВС, точка М3 симметрична точке М2 относительно середины АС. Докажите, что точка М3 симметрична точке М относительно вершины А.

3. Вписанная окружность касается сторон треугольника ABC в точках A1 и B1; точки A2 и B2 симметричны этим точкам относительно биссектрис соответствующих углов треугольника. Докажите, что A2B2|| AB.

4. Дан треугольник ABC. Две прямые, симметричные прямой AC относительно прямых AB и BC соответственно, пересекаются в точке K. Докажите, что прямая BK проходит через центр описанной около треугольника ABC окружности.

5. Около равнобедренного треугольника ABC (AB = BC) описана окружность. Пусть BD – диаметр этой окружности, K – произвольная точка меньшей из дуг BC, а K' и K'' – точки, симметричные K относительно прямых AC и BC соответственно. Докажите, что прямые AC, DK и K'K'' пересекаются в одной точке .
6. Среди всех четырёхугольников с данными диагоналями и данным углом между ними найдите четырёхугольник наименьшего периметра. 

7. Даны три прямые a, b, c. Докажите, что композиция симметрий ScoSboSa является симметрией относительно некоторой прямой тогда и только тогда, когда данные прямые пересекаются в одной точке.

Для самостоятельного решения

КД1. Из точки O на плоскости выходят 2n прямых. Могут ли они служить серединными перпендикулярами к сторонам некоторого 2n-угольника? 

КД2. Бумажный квадрат ABCD со стороной 5 частично приклеен к столу по треугольнику AKL, где K лежит на стороне AB и AK = 3, а L лежит на стороне AD и AL = 4. Неприклеенную часть квадрата разрешается перегибать по прямой, не проходящей через точки K, L, C или D. Как за два таких перегиба совместить отрезки BC и KL? (Нельзя сгибать по линии, пересекающей приклееный треугольник, не разрешено сгиб разгибать обратно).
КД3. а) 2013 фишек расположены на плоскости в вершинах выпуклого 2013-угольника. За один ход можно разбить их на две группы и фишки первой группы сдвинуть на какой-нибудь вектор, а остальные фишки оставить на месте. Может ли случиться, что после 9 ходов все фишки окажутся на одной прямой? б) А после 10 ходов?
Композиция движений 2
16 июля
1. Докажите, что композиция двух поворотов – поворот или параллельный перенос. Как найти центр поворота (вектор переноса)?
2. Чем является композиция двух поворотов с суммой углов 180º. Где находится центр данного преобразования?
3. На сторонах AB и BC треугольника ABC внешним образом как на гипотенузах построены прямоугольные равнобедренные треугольники ABP и BCQ. M – середина AC. Найдите углы треугольника PQM. 
4. На сторонах AB и BC треугольника ABC внешним образом как на основаниях построены равнобедренные треугольники ABP и BCQ, причем 
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. M – середина AC. Найдите углы треугольника PQM. 
5. На сторонах треугольника ABC внешним образом построены квадраты с центрами P, Q и R. На сторонах треугольника PQR внутренним образом построены квадраты. Докажите, что их центры являются серединами сторон треугольника ABC.

6. На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты. Докажите, что отрезки, соединяющие центры противоположных квадратов, равны и перпендикулярны.

7. На сторонах произвольного треугольника ABC построили вершинами наружу равнобедренные треугольники ABC’, BCA’, CAB’ с углами при вершинах A’, B’, C’, равными 
[image: image166.wmf]g

b

a

,

,

 соответственно, а потом все, кроме точек A’, B’, C’, стерли. Восстановите треугольник ABC.
8. Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вне его построены правильные треугольники. Докажите, что их центры – вершины правильного треугольника.
9. На сторонах произвольного треугольника ABC вне его построены равнобедренные треугольники A'BC, AB'C и ABC' с вершинами A', B' и C' и углами 
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 при этих вершинах, причем 
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. Докажите, что углы треугольника A'B'C' равны 
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Для самостоятельного решения

1. На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат.

2. На сторонах треугольника ABC построены правильные треугольники A'BC и B'AC внешним образом, C'AB — внутренним, M — центр треугольника C'AB. Докажите, что A'B'M — равнобедренный треугольник, причем [image: image174.png]


A'MB' = 120º.

3. На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC взяты точки P, Q и R соответственно. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников APR, BPQ и CQR образуют треугольник, подобный треугольнику ABC.

4. На сторонах СА и СВ треугольника АВС вне его построены квадраты CAMN и CBPQ с центрами O1 и О2. Точки D и F – середины отрезков МР и NQ соответственно. Докажите, что треугольник а)O1О2F, б)ABD – прямоугольный и равнобедренный.

5. Hа сторонах треугольника ABC во внешнюю сторону построены правильные треугольники ABC1, BCA1, CAB1. Hа отрезке A1B1 во внешнюю сторону треугольника A1B1C1 построен правильный треугольник A1B1C2. Докажите, что C — середина отрезка C1C2.

Классификация движений

19 июля

Теорема Шаля. Всякое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий.

a) Докажите, что если движение оставляет неподвижными три точки, не лежащие на одной прямой, то оно является тождественным преобразованием.

b) Докажите, что если два движения одинаково действуют на трех точках, не лежащих на одной прямой, то они совпадают.

c) Докажите, что для любых двух точек плоскости существует осевая симметрия, переводящая одну из них в другую.

d) Докажите, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.

e) На плоскости даны равные треугольники ABC и A1B1C1 . Докажите, что композицией не более чем трех осевых симметрий можно перевести точку A в точку A1, точку B в точку B1, точку C в точку C1.

f) Докажите Теорему Шаля.

Классификация движений
1. Докажите, что движение, сохраняющее ориентацию, является поворотом или параллельным переносом. 
2. Докажите, что движение, не сохраняющее ориентацию, является 

а) композицией симметрии и параллельного переноса, 

б) скользящей симметрией. 

Теорема. Докажите, что всякое движение плоскости является параллельным переносом, поворотом, симметрией или скользящей симметрией.
3. Найдите табличку из предыдущих листочков и добавьте в нее поворот. Заполните ее. 
4. Даны 2 точки. Докажите, что оси всех скользящих симметрий, отображающих одну из точек в другую, пересекаются в одной точке.

5. Докажите, что композицию чётного числа симметрий относительно прямых нельзя представить в виде композиции нечётного числа симметрий относительно прямых.

6. На координатной плоскости сидят три кузнечика в точках (0; 0), (0; 1) и (1; 0). Каждую секунду один из кузнечиков прыгает в точку, симметричную относительно середины отрезка, соединяющего двух других кузнечиков. 

а) Могут ли все три кузнечика вернуться в исходное положение через 2009 прыжков?

б) Могут ли кузнечики оказаться в точках (2; 2), (0; 1) и (1; 0)?
7. На координатной плоскости сидят три кузнечика в точках (0; 0), (0; 1) и (1; 0). Каждую секунду один из кузнечиков прыгает в точку, симметричную относительно любого другого кузнечика. Могут ли кузнечики оказаться в точках (1; 1), (0; 1) и (1; 0)?
8. На плоскости даны два противоположно ориентированных равных треугольника ABC и A’B’C’. Докажите, что середины отрезков AA’, BB’, CC’ лежат на одной прямой.

9. На шахматной доске стоит три ладьи. За один ход можно передвинуть одну из них так, чтобы все три ладьи остались под боем. Могло ли случиться, что одна ладья переместилась с a1 на h8, другая – c a2 на g8, а третья – с b1 на h7?

10. На плоскости даны два равных квадрата ABCD и A1B1C1D1. Докажите, что середины отрезков AA1, BB1, CC1, DD1 лежат на одной прямой или образуют вершины квадрата.

11. Внутри правильного треугольника отмечена точка X. Каждым ходом ее отражают симметрично одной из сторон треугольника. Через несколько ходов она снова попала в треугольник. Докажите, что она попала в точку, с которой начинала. 
Гомотетия
20 июля
Определение. Гомотетией с центром O и коэффициентом 
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Упр1. При гомотетии все расстояния между точками изменяются в |k| раз.

Упр2. При гомотетии прямая переходит в параллельную ей прямую, окружность в окружность.

Упр3. Гомотетия сохраняет углы.

Упр4. Найти все неподвижные точки при гомотетии с k≠1.

Упр5. Найти обратное преобразование к гомотетии.

Упр6. Композицией двух гомотетий с общим центром и коэффициентами k1 и k2 является гомотетия с коэффициентом k1k2 и тем же центром.
Упр7. Дано 2 параллельных неравных отрезка. Найдите гомотетии, переводящие один в другой.

Даны 2 неравные неконцентрические окружности. Вопрос тот же.
Гомотетия в задачах
1. Внутри квадрата ABCD взята точка M. Докажите, что точки пересечения медиан треугольников  ABM, BCM, CDM  и DAM образуют квадрат.
2. На каждом из оснований AD и BC трапеции ABCD построены вне трапеции равносторонние треугольники. Докажите, что отрезок, соединяющий третьи вершины этих треугольников, проходит через точку пересечения диагоналей трапеции.
3. Докажите, что три прямые, проведённые через середины сторон треугольника параллельно биссектрисам противолежащих углов, пересекаются в одной точке.
4. Теорема о четырех точках трапеции. Докажите, что середины оснований трапеции, точка пересечения диагоналей и точка пересечения прямых, содержащих боковые стороны трапеции, лежат на одной прямой.
5. Прямая Эйлера. Докажите, что в треугольнике ортоцентр Н, центр масс М и центр описанной окружности О лежат на одной прямой, причем отрезок ОН делится точкой М в отношении 1:2, считая от точки О.
6. Окружность девяти точек. Докажите, что во всяком треугольнике основания высот, середины сторон и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами треугольника лежат на одной окружности. Найдите центр и радиус этой окружности.
Построения с помощью гомотетии
7. Внутри угла отмечена точка. Постройте окружность, проходящую через заданную точку и касающуюся сторон данного угла.
8. С помощью циркуля и линейки впишите квадрат в данный треугольник так, чтобы одна из сторон квадрата лежала на основании треугольника, а противоположные этой стороне вершины — на боковых сторонах.
9. Постройте на стороне BC данного треугольника ABC такую точку, что прямая, соединяющая основания перпендикуляров, опущенных из этой точки на стороны AB и AC, параллельна BC.
Для самостоятельного решения

Гм1. Две окружности касаются внутренним образом в точке A. Хорда ВС большей окружности касается меньшей в точке D. Докажите, что АD — биссектриса угла ВАС.

Гм2. Впишите в треугольник две равные окружности, каждая из которых касается двух сторон треугольника и другой окружности.

Гм3. На лугу, имеющем форму квадрата, имеется круглая лунка. По лугу прыгает кузнечик. Перед каждым прыжком он выбирает вершину и прыгает по направлению к ней. Длина прыжка равна половине расстояния до этой вершины. Сможет ли кузнечик попасть в лунку?
Гм4. На берегу круглого озера растут 6 сосен. Известно, что если взять такие два треугольника, что вершины одного совпадают с тремя из сосен, а вершины другого – с тремя другими, то в середине отрезка, соединяющего точки пересечения высот этих треугольников, на дне озера находится клад. Неизвестно только, как нужно разбить данные шесть точек на две тройки. Сколько раз придётся опуститься на дно озера, чтобы наверняка отыскать клад? 
Гм5. Из вершин выпуклого четырехугольника опущены перпендикуляры на диагонали. Докажите, что четырехугольник, образованный основаниями перпендикуляров, подобен исходному четырехугольнику.

Гм6. Три мухи равной массы ползают по сторонам треугольника так, что их центр масс остается на месте. Докажите, что он совпадает с точкой пересечения медиан треугольника ABC, если известно, что одна муха проползла по всей границе треугольника.

Гм7. Два прямоугольных треугольника расположены на плоскости так, что их медианы, проведенные к гипотенузам, параллельны. Докажите, что угол между некоторым катетом одного треугольника и некоторым катетом другого треугольника вдвое меньше угла между их гипотенузами.
Композиция гомотетий
21 июля
1. Докажите, что композиция двух гомотетий с коэффициентами k1 и k2, где k1k2≠1, является гомотетией с коэффициентом k1k2, причем ее центр лежит на прямой, соединяющей центры этих гомотетий. Исследуйте случай k1k2 = 1.
2. На плоскости даны три окружности разных радиусов, ни одна из которых не лежит внутри другой. Для каждой пары окружностей отметили точку пересечения их общих внешних касательных. Докажите, что три полученные точки лежат на одной прямой.
3. Трапеции ABCD и APQD имеют общее основание AD, причем длины всех их оснований попарно различны. Докажите, что на одной прямой лежат точки пересечения следующих пар прямых: AB и CD, AP и DQ, BP и CQ.
4. Каждую сторону четырёхугольника в процессе обхода по часовой стрелке продолжили на её длину. Оказалось, что новые концы построенных отрезков служат вершинами квадрата.Докажите, что исходный четырёхугольник – квадрат. 

5. Пусть IA, IB и IC – центры вневписанных окружностей треугольника ABC, касающихся сторон BC, AC и AB соответственно. Пусть A1 – точка пересечения IBIC и BC. Аналогично определим точки B1 и C1. Докажите, что точки A1, B1 и C1 лежат на одной окружности. 
6. На плоскости дана окружность S и точка M внутри ее. Вписываются всевозможные пары окружностей S1 и S2 касающиеся S и друг друга внешним образом в точке M. Найдите ГМТ пересечения внешних касательных к S1 и S2.
7. Даны две окружности. Общая внешняя касательная касается их в точках A и B . Точки X, Y на окружностях таковы, что существует окружность, касающаяся данных в этих точках, причем одинаковым образом (внешним или внутренним). Найдите геометрическое место точек пересечения прямых AX и BY .
Для самостоятельного решения

Гм8. Общие внешние касательные к парам окружностей S1 и S2 пересекаются в точке A. Общие внутренние касательные к парам окружностей S2 и S3, S3 и S1 пересекаются в точках B и C соответственно. Докажите, что точки A, B и C лежат на одной прямой.  
Гм9. Трапеции ABCD и APQD имеют общее основание AD, причем длины всех их оснований попарно различны. Докажите, что на одной прямой лежат точки пересечения следующих пар прямых: AB и CD, AQ и DP, BQ и CP.
Гм10. Каждую сторону n-угольника в процессе обхода по часовой стрелке продолжили на её длину. Оказалось, что новые концы построенных отрезков служат вершинами правильного n-угольника. Докажите, что исходный многоугольник – правильный.

Гм11. Треугольники ABC и A1B1C1 подобны и по-разному ориентированы. На отрезке AA1 взята точка A', такая что AA'/A1A'=BC/B1C1 . Аналогично строим B' и C' . Докажите, что A' , B' и C' лежат на одной прямой.
Числа Каталана

05 июля
Определение. Через cn (n-ое число Каталана) обозначим количество способов расставить n открывающих и n закрывающих скобок так, чтобы запись была корректной.

Упр1. Найдите cn при n = 0, 1, 2, 3, 4.
Упр2. Дайте строгое определение правильного скобочного выражения.
Упр3. Выразите cn через c0 , . . . , cn−1.

Ответ в следующих задачах — число Каталана. Можно показать это двумя способами: написав рекуррентное соотношение или построив явную биекцию с уже решенной задачей.

1. Сколькими способами можно разбить выпуклый (n+2)-угольник непересекающимися диагоналями на треугольники?

2. Сколько имеется путей из точки (0, 0) в точку (n, n) по линиям клетчатой бумаги, идущих вправо и вверх, не поднимающихся выше прямой y = x?

3. Плоское корневое строго бинарное дерево — это дерево с фиксированной вершиной (корнем), и у каждой вершины либо два потомка, либо ни одного, а всего в дереве n + 1 пронумерованный лист. Сколько таких деревьев?

4. На окружности расставлены 2n точек. Сколькими способами можно разбить их на пары и соединить точки в парах отрезками так, чтобы отрезки не пересекались?

5. В очереди в кассу кинотеатра стоят 2n зрителей, у половины из них полтинники, у половины стольники. Билет стоит полтинник. Изначально касса пуста и сдачу давать не может. Сколько имеется очередей, которые смогут целиком пройти через эту кассу?

Идеи первого доказательства. Будем рассматривать пути из точки (0, 0) в точку (n, n) по линиям клетчатой бумаги, идущих вправо и вверх, не поднимающиеся выше прямой y = x.

1) Сколько всего имеется путей, возможно, пересекающих прямую y = x + 1?

2) Число «плохих» путей можно посчитать так. Найти точку, где плохой путь пересекает последний раз прямую y = x + 1 и отразить «хвост» пути относительно этой прямой. Получится путь откуда и куда?

Идеи второго доказательства. Считаем число последовательностей 
a0, a1, . . . , a2n с n + 1 числом +1 и n числами −1, у которых все частичные суммы положительны.

1) Сколько таких последовательностей?

2) Лемма Рени. Если имеется последовательность из m целых чисел с суммой 1, то ровно у одного ее циклического сдвига все частичные суммы положительны.

3) Выведите из леммы Рени явную формулу для чисел Каталана.
Для самостоятельного решения

КГ5. В очереди в кассу кинотеатра стоят m + k зрителей, у m из них полтинники, у k стольники. Билет стоит полтинник. Изначально в кассе q полтинников. Сколько имеется очередей, которые смогут целиком пройти через эту кассу?

КГ6. Докажите, что число наборов из n целых чисел от 0 до n, сумма которых делится на n + 1, равно cn . Числа могут повторяться, порядок в наборе не важен.

КГ7. Есть таблица из двух строк длин n ≥ m (диаграмма Юнга из двух строк). Сколькими способами можно расставить в ней числа от 1 до n + m так, чтобы слева направо и сверху вниз они убывали? При n = m должно получиться число Каталана! 

КГ8. Сколько имеется последовательностей натуральных чисел 
1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an , где  ai ≤ i?
Разрезания: счет узких мест, соответствие
11 июля
(МЛР=Можно ли разрезать?)
Углы

Зад1. а) n-угольник разбили непересекающимися диагоналями на треугольники. Сколько получилось треугольников?
б) То же, но диагонали пересеклись в 5 точках.
Зад2. Каким наименьшим числом треугольников можно без наложений и перекрытий оклеить куб?
Зад3. МЛР какой-нибудь прямоугольник на равнобедренные треугольники с углом 75 при основании? 

Число вершин и стороны
Зад4. МЛР квадрат на прямоугольники, чтобы каждый граничил ровно с четырьмя другими?
Зад5. Выпуклый n-угольник разрезан диагоналями на части. Докажите, что в каждой части не более n сторон.
Зад6. МЛР квадрат на прямоугольники, чтобы каждый граничил не менее чем с шестью другими?
Длины и площади
Зад7. На какое наименьшее число равновеликих треугольников можно разрезать шахматную доску без одной угловой клетки?
Зад8. Квадрат разрезан на прямоугольные треугольники с катетами 3 и 4 каждый. Докажите, что число треугольников четно.
Зад9. МЛР квадрат на равные прямоугольные треугольники с углом 30? 
Разность черной и белой площадей
Зад10. На бесконечную шахматную доску с единичными клетками наложили прямоугольник со сторонами, параллельными линиям сетки. 

а) Одна из его сторон четна. Докажите, что прямоугольник покрывает поровну черной и белой площади. 
б) Прямоугольник покрывает поровну белой и черной площади. Одна из вершин совпадает с узлом сетки. Докажите, что одна из его сторон имеет четную длину.
Зад11. Прямоугольник разрезан на конечное число прямоугольничков, у каждого из которых есть целая сторона. Докажите, что у исходного прямоугольника тоже есть целая сторона.
Для самостоятельного решения 
Рз1. МЛР квадрат на треугольники так, чтобы каждый граничил ровно 
а) с тремя другими? б) не менее, чем с 4-мя другими? 
Рз2. Квадрат разрезан на прямоугольные треугольники с катетами 1 и 2 каждый. Докажите, что число треугольников – четно.
Рз3. Докажите, что если клетчатый квадрат со стороной n можно разрезать на клетчатые прямоугольники k×m (k, m, n – целые), то n делится на НОК(k, m). 
Рз4. Многоугольник можно разрезать на 100 прямоугольников, но нельзя на 99. Докажите, что его нельзя разрезать на 100 треугольников.
Индукция

20 июля
Математическая индукция помогает коротко записать строгое решения, но не объясняет, как его придумать, и в чем его смысл.
Индуктивное построение. Наиболее оправдано применение индукции при построении сложных конструкций, когда очередной этаж строится на основе уже построенных нижних этажей. Такое построение может быть при необходимости преобразовано в явный алгоритм.

6. В компании из n человек (n>3) каждый узнал по новости. Созвонившись, двое рассказывают друг другу все известные им новости. Как за 2n–4 звонка все смогут узнать все новости?

Целься сверху. Если конструкция для n+1 не единственна, то связь с конструкцией для n надо осуществлять «спуском из n+1», а не «подъёмом из n». В частности, надо убедиться, что всякая конструкция для n+1 получается из конструкции для n.

Пример. Если в графе число ребер не меньше числа вершин, то в нем есть цикл.

КГ9. Есть гири с номерами от 1 до n, для каждого k вес k-й гирьки целый и не превосходит k, а суммарный вес – четный. Докажите, что все гири можно разбить на две кучки равного веса. 

КГ10. На клетчатой бумаге нарисован многоугольник площади n со сторонами на линиях сетки. Докажите, что его периметр не превосходит 2n+2.

Доказывай больше

Для шага индукции может потребоваться больше свойств, чем мы хотим доказать. Нередко эти дополнительные свойства доказывают тоже по индукции, расширив на них доказываемое утверждение. Например, вместо неравенства 1/1*2 + 1/2*3 +…+1/(n–1)n < 1 легче доказывать равенство 1/1*2 + 1/2*3 +…+1/(n–1)n = 1 – 1/n.

Пок5. Дан равносторонний треугольник со сторонами длины 1. За один ход можно увеличить одну из сторон треугольника, но так, чтобы он остался треугольником. Докажите, что после n ходов наибольшая сторона будет меньше (n+2)-го члена ряда Фибоначчи 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, …

Рекурсия

Редукция сводит решение задачи к более простой. Пусть удается свести к такой же задаче с меньшим значением полуинварианта. Если полуинвариант не может уменьшаться бесконечно, а для его крайних значений задача решена, то это – рекурсия. Такую цепочку редукций тоже оформляют как индукцию, объявляя полуинвариант параметром индукции. 
Пример. Сумма углов в невыпуклом n-угольнике равна 180(n–2) градусов.

Зад1. В городе 100 домов. Какое наибольшее число замкнутых непересекающихся заборов можно построить так, чтобы любые два забора ограничивали разные группы домов?

Зад2. Докажите, что любая правильная дробь может быть представлена в виде (конечной) суммы попарно различных дробей с числителем 1 и натуральным знаменателем.
Индукция незаменима при логической рекурсии 
Он думал, что я думала, что думал он я сплю

Зад8. Двум логикам сообщили на ухо два натуральных числа, а вслух сообщили, что числа отличаются на 1. Далее их по очереди много раз спрашивают, знают ли они число другого, и те вслух говорят «Да» или «Нет». Докажите, что рано или поздно кто-то скажет «Да». 

Зад9. 10 отморозков ограбили банк на миллион долларов и уселись в ряд за стол делить деньги. Сначала первый предлагает, кому сколько: мне столько-то, второму столько-то и т.д., и все 10 голосуют (каждому предлагается целое число долларов). Если «за» не менее половины, то предложение принимается, каждый получает предложенную долю, и все расходятся. Если более половины голосуют «против», первого убивают, и тогда уже второй отморозок предлагает кому сколько на тех же условиях, и т. д. Каждый отморозок руководствуется в первую очередь желанием выжить, во вторую (если жизнь вне опасности) – получить побольше денег, в третью (если на жизнь и сумму это не влияет) –убить как можно больше (а то ведь подстерегут в переулке!). Как распределятся деньги, если все отморозки будут действовать и рассуждать абсолютно логически?
Для самостоятельного решения
И1. В классе каждый болтун дружит хотя бы с одним молчуном. При этом болтун молчит, если в кабинете находится нечетное число его друзей-молчунов. Докажите, что учитель может пригласить на факультатив не менее половины класса так, чтобы все болтуны молчали.

И2. 120 мудрецам надели колпаки: половине красные, половине – синие. Далее им всем было вслух сообщено, что есть хотя бы один синий колпак. Мудрецы видят колпаки других, но не общаются. По истечении очередной минуты просят поднять руку тех, кто уверен, что на нем синий колпак. Известно, что если мудрец это вычислил (а вычисляют они мгновенно), то руку он поднимет. Сколько мудрецов и в какой момент поднимут руки? 

И3. Докажите, что в выпуклом n-угольнике нельзя выбрать более n диагоналей так, чтобы любые две из них имели общую точку (общая точка может быть и концом диагонали).

И4. Можно ли отметить на плоскости несколько точек так, чтобы на расстоянии 1 от каждой отмеченной точки находилось ровно 10 отмеченных?
Лемма Холла о свадьбах
14 июля

Задача. На доске стоят черные и белые ладьи.
а) Каждая бьет ровно две другого цвета. Докажите, что можно разбить ладьи на пары разноцветных бьющих друг друга.
б) А верно ли то же самое при условии, что ладьи бьют не менее двух другого цвета?

Собственно, теорема. Есть n юношей и несколько девушек. Известно, что для любой группы из k юношей есть не менее k девушек, где каждая знакома хотя бы с одним из этих k юношей. Тогда можно всех юношей женить на знакомых девушках.

А можно ли так сыграть свадьбы, если условие, выделенное курсивом, не выполнено?

Теперь давайте сформулируем эту лемму на языке теории графов. Для этого введем несколько определений.

Определение 1. Граф называется двудольным, если множество его вершин можно разбить на два множества, называемых долями так, чтобы любое ребро графа соединяло вершины из разных долей.

Определение 2. Паросочетанием графа называется набор его ребер, не имеющих общих концов.

Теорема Холла. В двудольном графе n черных вершин. Каждая группа из k черных вершин соединена в совокупности не менее чем с k белыми. Тогда есть паросочетание, ребра которого выходят из всех черных вершин.

Докажем теорему Холла.

1. (Метод чередующихся цепей). Рассмотрим произвольное паросочетание в графе, удовлетворяющем условию теоремы Холла. Пусть нашлась черная вершина, не являющаяся концом ни одного из ребер паросочетания. Докажите, что тогда существует паросочетание с большим числом ребер, и выведете из этого теорему Холла.
2. Лемма Холла (Теорема о гареме). Среди n юношей и нескольких девушек некоторые юноши знакомы с некоторыми девушками. Каждый юноша хочет жениться на m знакомых девушках. Докажите, что они могут это сделать тогда и только тогда, когда для любого набора из k юношей количество знакомых им в совокупности девушек не меньше km.
3. Есть несколько юношей и девушек, каждый юноша знаком с n девушками, а каждая девушка — с m юношами, n ≥ m. Покажите, что в этом случае всех юношей можно поженить.
4. Все вершины двудольного графа имеют степень k. Докажите, что ребра этого графа можно раскрасить в k цветов правильным образом (то есть так, чтобы никакие два одноцветных ребра не имели общей вершины).
5. Латинским называется прямоугольник m x n, m ≤ n, заполненный числами от 1 до n, такой, что в каждой строчке и в каждом столбце числа различны. Докажите, что любой латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата n x n.
6. Овощи разложены в несколько корзин. Их переложили в ящики, причем каждый овощ переместился из корзины с меньшим числом овощей в ящик с большим числом овощей. Докажите, что ящиков меньше, чем корзин.
Для самостоятельного решения
Пок6. Каждый из двух равновеликих квадратов разбит на 100 равновеликих частей. Докажите, что можно сложить эти квадраты в стопку и проткнуть в 100 точках так, чтобы каждая из 100 частей каждого из квадратов была проткнута.


Пок7. То же, что и в задаче 6, но овощ переместился из корзины меньшего веса в ящик большего веса.


Пок8. Даны k мальчиков и 2k-1 конфета. Докажите, что можно дать каждому мальчику по конфете так, чтобы мальчику, которому не нравится его конфета, не нравились и конфеты остальных мальчиков (чтобы не создавать предпосылок для драки).

Пок9. В квадрате n x n стоят неотрицательные числа так, что в каждой строке и в каждом столбце сумма равна 1. Докажите, что в этот квадрат можно поставить n не бьющих друг друга ладей так, чтобы под каждой поставленной ладьей было положительное число.
Запрещенные графы и наследственные свойства
21 июля

Упр1. Найдите максимальное количество ребер в графе, если в нем n вершин и нет
а) циклов;
б) циклов нечетной длины.
Определение. Подграфом называется некий набор вершин и некоторых выходящих из них ребер исходного графа.
Упр2. Сколько подграфов можно выделить из полного графа на 3 вершинах?
Определение. Назовем наследственным свойством графа свойство, выполненное для всех его подграфов.
Упр3. Приведите примеры наследственных свойств.

Попробуем придумать некоторые оценки на количества ребер в графе с выполнением каких-либо наследственных свойств.
Зад1. Найдите максимальное количество ребер в графе, если в нем n вершин и нет
а) циклов четной длины;
б) треугольников.
Зад2. В графе на n вершинах любые два нечетных цикла не имеют общих ребер. Найдите максимальное количество ребер в нем.
Лемма о наследственном свойстве. Пусть P(n) — наибольшее количество ребер в графе с n вершинами, обладающим наследственным свойством P. Докажите, что P(n) ≤ P(n − 1)*(n/(n-2)).
Определение. Кликой называется подграф на k вершинах, где каждая пара соединена ребром.
Теорема Турана. Если в графе запрещены клики на k вершинах, то максимум количества ребер в таком графе достигается на полном k+1-дольном графе, где любые две доли отличаются по количеству вершин не более, чем на одну.
Зад3. В графе 30 вершин, каждое ребро графа покрашено в красный или синий цвет так, что нет трех вершин, попарно соединенных ребрами одного цвета. Какое наибольшее количество ребер может быть в этом графе?
Для самостоятельного решения
ЗГ1. Докажите, что в графе с 2n вершинами и n2+1 ребром есть хотя бы n треугольников.
ЗГ2. В графе любые два простых цикла нечетной длины не имеют общих ребер. Докажите, что вершины этого графа можно раскрасить в два цвета так, чтобы каждая вершина была соединена ребром не более чем с одной вершиной такого же цвета.
ЗГ3. Вася и Пушка играют в следующую игру на некотором графе G, в одной из вершин которого прячется Вася. Своим ходом Пушка стреляет в произвольную вершину графа. Если Вася прячется в ней, то он немедленно проигрывает. В противном случае Вася обязательно переходит в соседнюю вершину графа. Ни в какой момент игры Пушка Васю не видит. При каких графах G Пушка может победить, как бы ни бегал Вася?

Комбинаторная геометрия: вспомогательное разбиение
22 июля
Покрытия
Если покрыть нельзя, то обычно нельзя покрыть даже некоторую часть (узкое место). Тут надо правильно выбрать часть.

Если покрыть можно, то обычно покрываемую фигуру разбивают на части и покрывают по частям. Тут надо правильно выбрать разбиение. Часто оно уже знакомо благодаря некоторым теоремам. 

1. Можно ли правильный треугольник покрыть двумя меньшими правильными треугольниками?

2. Докажите, что любой треугольник можно разрезать на три меньших треугольника так, чтобы каждую из получившихся частей можно было покрыть двумя другими. 

3. На сторонах остроугольного треугольника как на диагоналях построили три квадрата. Докажите, что квадраты полностью накрыли треугольник.

4. а) На столе лежат пять одинаковых бумажных треугольников. Каждый из них разрешается сдвигать в любом направлении, не поворачивая. Верно ли, что всегда любой из этих треугольников можно накрыть четырьмя другими?

б) На столе лежат пять одинаковых равносторонних бумажных треугольников. Каждый из них разрешается сдвигать в любом направлении, не поворачивая. Докажите, что любой из этих треугольников можно накрыть четырьмя другими.

в) На столе лежат четыре одинаковых равносторонних бумажных треугольника. Каждый из них разрешается сдвигать в любом направлении, не поворачивая. Всегда ли любой из этих треугольников можно накрыть тремя другими?
Вспомогательное разбиение на клетки
Вспомогательная сетка из квадратов, треугольников или даже шестиугольников может сильно облегчить жизнь. 

5. Из двух доминошек сложили T-образный осесимметричный восьмиугольник. Можно ли вырезать из него пять равных фигуры, площадь каждой из которых больше шестой части площади восьмиугольника?

6. Можно ли какой-нибудь квадрат разрезать на равные треугольники и сложить из них два меньших неравных квадрата?

7. а) Вырежьте из равнобедренного прямоугольного треугольника три равные фигуры, площадь каждой из которых больше четверти площади треугольника.

б) То же, но площади фигур должны быть не менее 30% от площади треугольника.

в) Верно ли, что фигуры как в (а) можно вырезать из произвольного треугольника?

8. а) Многоугольник A разрезали на p многоугольников равных B. Многоугольник B разрезали на q равных многоугольников, подобных A. Докажите, что B можно разрезать на pq равных многоугольников, подобных B.

б) Прямоугольник A разрезали на p многоугольников равных B. Многоугольник B разрезали на q равных прямоугольников, подобных A. pq=300. Обязательно ли B – прямоугольник?

в) Многоугольник (не обязательно выпуклый) удалось разрезать на 300 меньших равных многоугольников, подобных исходному. Обязательно ли исходный многоугольник – параллелограмм?
Для самостоятельного решения 
КГ1. Дан остроугольный треугольник ABC. Его покрывают тремя кругами, центры которых лежат в вершинах, а радиусы равны высотам, проведенным из этих вершин. Докажите, что каждая точка треугольника покрыта хотя бы одним из кругов.

КГ2. На плоскости нарисовано множество единичных отрезков, каждые два имеют общую точку. Докажите, что все отрезки можно накрыть а) кругом радиуса 2; б) квадратом со стороной 2; в) кругом радиуса 1,5; г) кругом радиуса 1.

КГ3. Существует ли фигура, которой нельзя накрыть полукруг радиуса 1, но двумя такими фигурами можно накрыть круг радиуса 1?
КГ4. Красный квадрат покрывают 36 белых квадратов. При этом все 37 квадратов одинаковы и стороны каждого белого квадрата параллельны сторонам красного. Всегда ли можно удалить один из белых квадратов так, что оставшиеся белые квадраты все еще будут покрывать целиком красный квадрат?
Разнобой 1
05 июля
1. Какое наименьшее количество сомножителей нужно вычеркнуть в произведении 1×2×3×…×2013, чтобы произведение оставшихся оканчивалось на 6?

2. Выписали все натуральные числа меньшие миллиарда, у которых сумма цифр делится на 19. Докажите, что их сумма тоже делится на 19.

3. Есть 6 монет, одна из которых фальшивая (она отличается по весу от настоящей, но её вес, как и вес настоящей монеты, неизвестен). Есть одночашечные весы со стрелкой, которые показывают точный вес положенных на чашу монет. Как за три взвешивания найти фальшивую монету? 

4. Восстановите треугольник, если заданы середина стороны и середины высот, проведенных к двум другим сторонам.
5. Окружность разделена на несколько дуг. На одной из дуг сидит кузнечик. Время от времени он совершает прыжок, смещаясь при этом по часовой стрелке на величину дуги, с которой прыгнул. Докажите, что он либо рано или поздно попадет на границу дуг, либо побывает лишь в конечном числе точек.

6. На сторонах произвольного треугольника вовне построены три правильных треугольника. Докажите, что треугольник с вершинами в их центрах тоже правильный.

7. Каждая из диагоналей выпуклого четырехугольника разбивает его на два равнобедренных треугольника. Какие значения может принимать угол между диагоналями?

8. В классе 2n+1 человек. Какие бы n учеников ни пришли в школу, хотя бы один из них дружит со всеми непришедшими. Докажите, что один из учеников дружит со всеми одноклассниками. 
9. На окружности отмечены несколько точек, некоторые из них соединены хордами. Все хорды покрашены в красный и синий цвета так, что из каждой точки красных и синих хорд выходит поровну. Известно, что из любой точки по хордам можно пройти в любую, переходя с хорды на хорду только в их концах. Докажите, что любые две точки можно соединить ломаной из хорд (возможно самопересекающейся), в которой цвета звеньев строго чередуются. 

10. В вершинах треугольника записано по натуральному числу, на сторонах – произведение чисел в концах стороны, а в самом треугольнике – произведение чисел в вершинах. Сумма всех семи чисел равна 1000. Найдите числа в вершинах.
Разнобой 2
06 июля
Точка A лежит вне квадрата. Известно, что расстояния от точки A до трех прямых, содержащих стороны квадрата, равны 5, 6, 7. Чему может быть равно расстояние от точки A до прямой, содержащей четвертую сторону (перечислите все варианты)? 

Может ли (n –1)! делиться на n2013 для целого n > 1?

Правильный 2013-угольник разрезали непересекающимися во внутренних точках диагоналями на треугольники. Сколько среди них может быть остроугольных? 

Костя взял три действительных числа a, b и c и составил по ним три дроби 
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. Оказалось, что эти дроби корректно определены и равны одному и тому же числу x. Какие значения может принимать x?

На олимпиаде было 100 участников и 4 задачи. Первую задачу решило 90 участников, вторую — 80, третью — 70, а четвертую — 60. Никто не решил все четыре задачи. Победителями были объявлены все участники, решившие третью и четвертую задачи и только они. Сколько их было?

Числа 1, 2, …, n-1 раскрасили в два цвета. Красных чисел не менее двух, их сумма равна среднему арифметическому синих. Докажите, что n – точный квадрат. 

В треугольнике ABC высота AK и медиана BM пересекаются в точке Q, при этом AK = BM. Прямая QC является биссектрисой угла MQK. Найдите углы треугольника ABC. 

В тридевятом царстве n городов. Изначально любые два из них были соединены ровно одной дорогой. Во время кризиса министр транспорта стал по очереди закрывать дороги. Каждый раз министр имеет право закрыть дорогу, если она была частью замкнутого маршрута длины 4, не проходящего дважды по одной и той же дороге. Какое наибольшее возможное число дорог  сможет закрыть министр? 

Дан клетчатый квадрат n×n, в котором стерли все клетки выше главной диагонали. В каждой клетке оставшейся фигуры записывают 0 или 1, при этом если в какой-то клетке написана единица, то и в соседних с ней по стороне слева и сверху также должна стоять единица. Сколькими способами это можно сделать?

Найдите все целочисленные решения уравнения (x2+y2)(x+y–3)=2xy.
Разнобой 3
07 июля
1. Квадрат разрезали на 25 квадратиков, из которых ровно у одного сторона имеет длину, отличную от 1 (у каждого из остальных сторона равна 1). Найдите площадь исходного квадрата.

2. Имеется набор гирь, которые весят 1г, 2г, 4г, 8г,..., 1024г – по одной гире каждого веса. Груз разрешается взвешивать с помощью этого набора, складывая гири на обе чашки весов. Докажите, что никакой груз нельзя взвесить этими гирями более чем 144 способами.

3. Играют двое, ходят по очереди. Первый ставит на плоскости красную точку, второй в ответ ставит на свободные места 8 синих точек. Затем опять первый ставит на свободное место красную точку, второй ставит на свободные места 8 синих, и т. д. Первый считается выигравшим, если какие-то три красные точки образуют правильный треугольник. Может ли второй ему помешать? 

4. В равностороннем треугольнике ABC провели лучи AE и CD так, как показано на рис., причем площадь треугольника AMC равна площади четырехугольника DBEM. Найдите угол AMD.

5. Последовательность чисел {xk} определяется условиями: x1=25, x2=2013, 
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 при n(1. Докажите, что среди членов последовательности найдётся ноль. Найдите номер этого члена. 

Матбой между собой, группа «Профи»
12 июля
1. Пираты Петя и Вася делят добычу из 250 монет, среди которых  половина дублоны, а половина – пиастры. Сначала Петя раскладывает монеты в ряд в каком хочет порядке. Затем Вася начинает дележку. Он берет первую монету из ряда и либо забирает ее себе, либо отдает Пете. Затем Петя берет вторую монету из ряда и тоже либо забирает ее себе, либо отдает Васе. Так, чередуясь, они распределяют по порядку монеты. Как только у кого-то из них накапливается 125 монет, другой забирает все оставшиеся монеты. Какое наибольшее число дублонов может гарантировать себе Петя?
2. Найдите наименьшее натуральное число, записанное одинаковыми цифрами и кратное 561. 
3. Рассмотрим последовательность, первые два члена которой равны 1 и 2 соответственно, а каждый следующий член – это наименьшее натуральное число, которое еще не встретилось в последовательности и которое не взаимно просто с предыдущим членом последовательности. Докажите, что каждое натуральное число входит в эту последовательность.

4. Окружность с центром I, вписанная в треугольник ABC, касается сторон AB, BC, CA в точках C1, A1, B1 соответственно. Окружности, описанные вокруг треугольников BA1B1 и BC1B1, вторично пересекают прямую AC в точках K и L. Докажите, что B1K = B1L.

5. В парламенте некоторой страны есть 9 партий. Каждый депутат владеет землей неизменной площади. Рейтинг депутата внутри своей партии равен отношению площади его земли к общей площади земель всех членов партии. Каждый день какой-нибудь один депутат меняет партию так, что его рейтинг при этом увеличивается. Докажите, что эти переходы когда-нибудь прекратятся.
6. На плоскости нарисовано множество непересекающихся кругов, все радиусы различны. Докажите, что это множество счетно.

7. В окружность вписан 2013-угольник. За одну операцию можно сдвинуть одну вершину по окружности вправо или влево, не перепрыгивая через соседние вершины. Докажите, что не более чем за 2012 таких операций можно получить правильный 2013-угольник.
8. Назовем треугольники похожими, если у них равны как минимум две из трех сторон. Докажите, что найдется квадрат, который можно разбить на треугольники, похожие на данный остроугольный треугольник.

9. Докажите, что если 4n+2n+1 – простое число, то n – степень тройки.
10. Длины сторон треугольника ABC равны a, b и с (AB = c,  BC = a, CA = b и a < b < c).  На лучах BC и AC отмечены соответственно точки B1 и A1 такие, что BB1 = AA1 = c. На лучах CA и BA отмечены соответственно точки C2 и B2 такие, что CC2 = BB2 = a. Найти отношение  A1B1 : C2B2.
`Математический бой 8-9 «Профи», вариант М
1. Двум разумным муравьям заранее объявили, что их ночью высадят одновременно в какие-то две вершины находящегося в невесомости прямоугольного параллелепипеда 1×1×2 м. Муравьи ползают только по ребрам, их максимальная скорость 1м/мин. Могут ли они договориться действовать так, чтобы гарантированно встретиться ранее чем через 9 минут после высадки? (Муравьи отличают вершины от не вершин, но все вершины изначально для них равноправны и направления тоже. Муравей знает, сколько он прополз, и сможет отличить длинное ребро от короткого, добравшись до его середины. Муравей запоминает направления поворотов в пространстве и направления ребер, выходящих из вершин, где он бывал. Друг друга муравьи заметят только оказавшись в одной точке).
2. 210 точек расположены на плоскости таким образом, что любые 209 из них лежат на 14 прямых. Докажите, что все точки лежат на 14 прямых.

3. Натуральные числа a, b таковы, что числа 2a–1, 2b–1, a+b – простые. Докажите, что ни ab+ba ни aa+bb не делятся на a+b.
4. В выпуклом четырёхугольнике ABCD биссектрисы углов B и D параллельны. Биссектриса угла B пересекает диагональ AC в точке K, а биссектриса угла D пересекает её в точке M так, что AK = CM (точки K и M различны). Докажите, что отрезки KD и BM равны.
5. На доске можно либо написать две единицы, либо стереть любые два уже написанных одинаковых числа n и написать вместо них числа n + 1 и n – 1. Какое минимальное количество таких операций требуется, чтобы получить число 2013? (Сначала доска была чистой.).
6. Существует ли такая последовательность натуральных чисел {an}, что 1/an=1/an+1 + 1/an+2 для всех натуральных n?
7. Пусть AA1, BB1, CC1 – высоты остроугольного треугольника ABC; OA, OB, OC – центры вписанных окружностей треугольников AB1C1, BC1A1, CA1B1 соответственно; TA, TB, TC – точки касания вписанной окружности треугольника ABC со сторонами BC, CA, AB соответственно. Докажите, что все стороны шестиугольника TAOCTBOATCOB равны.

8. Вершины графа занумерованы натуральными числами от 1 до 105, причем каждое натуральное число встречается ровно один раз. Известно, что в этом графе нет циклов из четырёх вершин. Докажите, что существует арифметическая прогрессия из пяти не превосходящих натуральных чисел такая, что никакие две вершины с номерами из этой прогрессии не соединены ребром.

9. На прямой отмечено конечное число точек. Для любых двух из них можно выбрать третью так, что среди этих трех одна лежит ровно посредине между двумя другими. Каково наибольшее число отмеченных точек?
10. Действительные числа a, b, c таковы, что abc=1. Докажите, что все числа 
2a–1/b, 2b–1/c, 2c–1/a не могут быть одновременно больше 1.

Математический бой 8-9 «Профи», вариант N.

1. Двум разумным муравьям заранее объявили, что их ночью высадят одновременно в какие-то две вершины находящегося в невесомости прямоугольного параллелепипеда 1×1×2 м. Муравьи ползают только по ребрам, их максимальная скорость 1м/мин. Могут ли они договориться действовать так, чтобы гарантированно встретиться ранее чем через 9 минут после высадки? (Муравьи отличают вершины от не вершин, но все вершины изначально для них равноправны и направления тоже. Муравей знает, сколько он прополз, и сможет отличить длинное ребро от короткого, добравшись до его середины. Муравей запоминает направления поворотов в пространстве и направления ребер, выходящих из вершин, где он бывал. Друг друга муравьи заметят только оказавшись в одной точке).
2. 210 точек расположены на плоскости таким образом, что любые 209 из них лежат на 14 прямых. Докажите, что все точки лежат на 14 прямых.

3. Для каких простых p все числа вида 4n2+p – простые при всех 
n=1, 2, …, p–1? 
4. В выпуклом четырёхугольнике ABCD биссектрисы углов B и D параллельны. Биссектриса угла B пересекает диагональ AC в точке K, а биссектриса угла D пересекает её в точке M так, что AK = CM (точки K и M различны). Докажите, что отрезки KD и BM равны.
5. На доске выписаны N различных иррациональных чисел. Известно, что для любых выписанных a и b хотя бы одно из чисел 
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 рационально. Каково наибольшее значение N?

6. В треугольнике есть сторона больше 1. Всегда ли его можно разрезать на несколько треугольников, в каждом из которых есть сторона, равная 1? 
7. Правильный треугольник с стороной длины 99 разбит на 992 клеток – правильных треугольников со стороной 1. У клеток всего 5050 вершин, в каждую вершину положили по монете. Монеты могут быть разного веса. Известно, однако, что у всех клеток, кроме одной, суммарные веса трех монет в вершинах одинаковы, а у этой одной клетки эта сумма меньше. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти «легкую» клетку?

8. Треугольник ABC вписан в окружность. Через точку A проведены хорды, пересекающие сторону BC в точках K и L и дугу BC в точках M и N. Докажите, что если вокруг четырехугольника KLNM можно описать окружность, то треугольник ABC – равнобедренный.

9. На прямой отмечено конечное число точек. Для любых двух из них можно выбрать третью так, что среди этих трех одна лежит ровно посредине между двумя другими. Каково наибольшее число отмеченных точек?
10. Действительные числа a, b, c таковы, что abc=1. Докажите, что все числа 
2a–1/b, 2b–1/c, 2c–1/a не могут быть одновременно больше 1.

Матбой 7 профи - 8 профи
17 июля
1. На стороне BC треугольника ABC отмечены такие точки M и N, что CM = MN = NB. К стороне BC в точке N построен перпендикуляр, пересекающий сторону AB в точке K. Оказалось, что площадь треугольника AMK в 4,5 раза меньше площади исходного треугольника. Докажите, что исходный треугольник равнобедренный.

2. Пусть S - сумма четырех натуральных чисел a, b, c, d. Докажите, что если ab-cd делится на S, то S — составное.

3. Докажите, что из 3n натуральных делителей числа 3n можно выбрать несколько (быть может, один) не обязательно различных делителей с суммой равной 3n.

4. Может ли куб оканчиваться на 2009 единиц?

5. Астроном пронаблюдал 50 звезд и вычислил сумму S попарных расстояний между ними. Облако заслонило 25 звезд. Доказать, что сумма попарных расстояний между оставшимися звездами меньше S/2.

6. В треугольнике ABC углы B и C равны по 40 градусов; BD - биссектриса угла B. Докажите, что BD+DA=BC.

7. На свободные поля шахматной доски по одной выставляются ладьи. Каждый раз записывается число побитых ладьей пустых клеток. Какова наибольшая возможная сумма 64 выписанных чисел?

8. Валя положила в каждую клетку прямоугольника 3x6 по одной монете. Она утверждает, что суммарный вес всех монет в каждой линии (строчки и столбцы), кроме одной, одинаков. Как за одно взвешивание на чашечных весах без гирь определить, в какой именно линии вес другой?

� EMBED Equation.3  ���
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