Увидеть граф: чередование, счет вершин и ребер
Чередование

Определение. Граф – двудольный, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета. Пример: любое дерево.

1. Докажите, что следующие графы – двудольные
а) Вершины графа – расстановка пары фишек на шахматной доске. Две расстановки связаны ребром, если позиции получаются друг из друга ходом фишки на одну клетку по вертикали или горизонтали.
б) Тоже, что (a) для n фишек.   
в) Вершины – перестановки из n чисел 1, 2, ..., n, ребра – расположения, получающиеся друг из друга перестановкой двух соседних чисел.
г) Вершины – перестановки из n чисел 1, 2, ..., n, ребра – расположения, получающиеся друг из друга перестановкой двух любых чисел.

2. Пусть Г – двудольный граф с черными и белыми вершинами. 
а) Если в Г есть замкнутый цикл, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то вершин каждого цвета – поровну. 
б) Если в Г есть путь, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то число белых вершин отличается от числа черных вершин не более чем на 1.

3. Замок в форме треугольника со стороной 50 метров разбит на 100 треугольных залов со сторонами 5 м. В каждой стенке между залами есть дверь. Какое наибольшее число залов сможет обойти турист, не заходя ни в какой зал дважды?

Считаем ребра и вершины

4. На плоскости проведено n прямых. Каждая пересекается ровно с 55 другими. 
Найдите n. (Укажите все возможности.)

5. В ряд выписаны несколько целых чисел. Сумму одного или нескольких подряд записанных чисел назовем последовательной. 
а) Выписаны 10 чисел. Докажите, что найдется последовательная сумма, кратная 10.
б) Выписаны 11 чисел. Докажите, что найдутся две последовательные суммы, кратные 10.
в) Выписаны 20 чисел. Каково наибольшее число нечетных последовательных сумм?

7. Какое наибольшее число клеток доски 9(9 можно разрезать по обеим диагоналям, чтобы при этом доска не распалась на несколько частей?

8. Даны 10 чисел a1, a2, …, a10. Известно, что среди попарных сумм ai+aj (i ( j) как минимум 37  целых. Докажите, что все числа 2a1, 2a2, …, 2a10 – целые.
На дом

УГ1. Промежуток из одного или несколько подряд идущих дней назовем нечетным, если нечетное число из этих дней были дождливыми. Каково наибольшее возможное число нечетных промежутков в июле?

УГ2. а) Отмечены вершины и центры граней куба и проведены диагонали всех граней. Можно ли по отрезкам этих диагоналей обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?

б) В кубике Рубика 3×3×3 отмечены вершины клеток, середины сторон клеток и центры клеток. Центры клеток соединены отрезками с серединами сторон клеток. Можно ли по проведенным отрезкам и сторонам клеток обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?
УГ3. а) Найдется ли правильный треугольник с вершинами в узлах квадратной сетки?
б) У сломанного циркуля нельзя изменить расстояние между концами ножек. Пете удалось поставить циркуль так, что его концы оказались в двух узлах клетчатой бумаги. Петя шагает циркулем, поочередно оставляя одну ножку на бумаге, а другую перенося в новый узел. Может ли Петя вернуть циркуль в исходные точки так, чтобы ножки поменялись местами?

УГ4. 10 кружковцев образовали дежурную команду для решения домашних задач. В команде всегда не менее 3 человек. Каждый вечер в команду добавляется один человек либо из неё исключается один человек. Можно ли будет перебрать все допустимые составы команды ровно по одному разу?
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