2. Конструкции по индукции

Многоэтажные здания строят, ставя по очереди следующий этаж на предыдущий. В математике этому соответствует индуктивное построение, когда, например, конструкция для n+1 строится из конструкции для n.

1. Докажите, что для любого n найдется 

а) n различных простых чисел;

б) n различных простых чисел вида 4k–1.

2. Докажите, что для любого k найдется квадратная клетчатая доска, на которой можно расставить k не бьющих друг друга ферзей.

3. От прямоугольника с неравными сторонами отрезают квадрат со стороной, равной меньшей стороне прямоугольника. Если оставшаяся часть не квадрат, процесс повторяют. Докажите, что для любого n найдется прямоугольник, для которого процесс закончится ровно после n-го отрезания, причем все отрезанные квадраты будут разного размера.

Индукция по степеням двойки

4. На столе стоят 2n стаканов с водой. Разршается взять один из стаканов и перелить из него часть воды в стакан, где воды меньше так, чтобы воды стало поровну. Докажите, что такими операциями можно добиться, чтобы во всех стаканах стало поровну воды.

Бывают конструкции, где удобнее надстраивать сразу по нескольку этажей. База индукции состоит обычно из нескольких конструкций.

5. В банке есть только монеты в 2 и 5 руб, зато в неограниченном количестве. Докажите, что любую сумму больше 3 рублей можно набрать только этими монетами.

6. Докажите, что для любого n>5 квадрат можно разрезать на n меньших квадратов.

Чтоб добавить один новый этаж, перекроим сперва все старые. 

7. Докажите, что для любого n найдется убывающая арифметическая прогрессия из n членов вида 1/k.

При доказательстве свойств конструкций по индукции бывает полезно сперва показать, что всякая конструкция из n элементов получается «удобным обазом» из кострукции из n–1 элемента.

8. На клетчатой доске стоит n ферзей. Докажите, что их можно раскрасить в 5 цветов так, чтобы ферзи одного цвета друг друга не били.

9. В таблице 3(100 стоят по 100 белых, синих и красных фишек. Разршается пересталять фищки только в строках. Докажите, что можно добиться, чтоб в каждом столбце все фишки были разного цвета.

10.  На доске выписаны числа 1, 21, 22, 23, ..., 210. Разрешается стереть любые два числа и вместо них выписать их разность – неотрицательное число. После нескольких таких операций на доске будет только одно число. Чему оно может быть равно?

     11. 55 боксеров участвовали в турнире по системе “проигравший выбывает”. Бои шли последовательно. Известно, что у участников каждого боя число предыдущих побед отличалось не более чем на 1. Какое наибольшее число боев мог провести победитель турнира?
Домашнее задание 

КИ1. Многоугольник на клетчатой плоскости состоит из n клеток. Докажите, что его периметр не превосходит 2n+2.

КИ2. Докажите, что что для любого n найдутся n различных натуральных чисел, чья сумма делится на каждое из них.

КИ3. В шахматном турнире каждый с каждым сыграли по разу. Докажите, что можно так занумеровать участников, чтобы каждый не проиграл участнику со следующим номером.

КИ4. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде
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,  где  u1 > u2 > ... > uk  0  и  0  v1 < v2 < ... < vk  – целые числа.

КИ5. Имеется много карточек, на каждой из которых записано натуральное число от 1 до n. Известно, что сумма чисел на всех карточках равна  n!(k,  где k – целое число. Доказать, что карточки можно разложить на k групп так, чтобы в каждой группе сумма чисел, написанных на карточках, равнялась n!
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