Олимпиада класса  9-1.Решения 

1. Какие натуральные числа можно представить в виде 
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, где a и b – натуральны? (А.Устинов)
Ответ. Только 3. Решение. Каждая из двух дробей больше 1, но меньше 2. Поэтому произведение больше 1, но меньше 4, то есть равно 2 или 3. Если оно равно 2, то 
(2a+1) (2b+1)=2(a+1)(b+1) ( 2ab=1, что невозможно. Число 3 получить можно, например, при a=4, b=2.

2. На сторонах квадрата ABCD как на основаниях построены вовне равные равнобедренные треугольники AFB и BGC. Центр O квадрата соединен отрезком с серединой M стороны BG. Докажите, что OM и CF – перпендикулярны. (предложил Ф.Ивлев)
Решение. Повернём квадрат на 90( вокруг центра так, чтобы вершина A перешла в вершину B. Тогда треугольник AFB перейдет в BGC, а отрезок FC – в отрезок GD, и FC(GD. В треугольнике DBG средняя линия OM параллельна стороне GD, поэтому OM тоже перпендикулярна FC.
3. Три одинаковые колоды карт положили друг на друга, предварительно каждую перетасовав. Оказалось, что между дамами пик первой и второй колоды лежит столько же карт, сколько между дамами пик второй и третьей колоды; то же верно для трех одинаковых карт любого достоинства. Докажите, что во всех трех колодах карты легли в одинаковом порядке. (А.Шаповалов)
Решение. См. 9-2.5
4. У чисел 1000002, 1000012, 1000022, … отбрасывают пять последних цифр. Вначале получается арифметическая прогрессия с разностью 2: 100000, 100002, 100004, ….  Как долго этот шаг будет сохраняться? (Найдите максимальное число первых членов этой последовательности, образующих арифметическую прогрессию). (А.Устинов)
Ответ. 317. Решение. Поскольку (100000+a)2 = 1000002+200000a+a2, то отбрасываются последние цифры числа a2. До тех пор, пока a2 не более чем пятизначно, после отбрасывания остаётся число 10000+2a, и при увеличении a на 1 такие числа идут с шагом 2. .При a2>10000 эта закономерность нарушится. Это произойдёт впервые при a=317.

5. В Простоквашинской начальной школе у каждого ученика узнали, сколько у него в школе тезок и сколько однофамильцев (включая родственников). Среди названных чисел встретились все от 0 до 10 включительно. В школе нет пары учеников с одинаковым именем и фамилией. Какое наименьшее число учеников может быть в школе? (А.Шаповалов)
Ответ. 44 человека. Решение. Объединим учеников в группы по фамилиям и именам. Каждый войдет в две группы (например, ученик без однофамильцев составит группу из одного человека). Есть по крайней мере 11 групп: из 1, 2 3, ..., 11 человек.

Выберем 8 групп из 4,5,6,7,8,9,10 и 11 человек, их суммарная численность – 60 человек (но некоторые, возможно, сосчитаны дважды). Пусть среди них f групп однофамильцев, и t – тезок. В каждой группе однофамильцев не более t человек входят в выбранные группы тезок, поэтому всего не более ft человек входят в выбранные группы дважды. Но f+t=8, поэтому ft не более 16, и в выбранных группах всего не менее 60–16=44 человек.

 Вот пример, когда в школе ровно 44 человека (горизонтали – однофамильцы, вертикали – тезки):
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Олимпиада класса 9-2 

[image: image3.wmf]1. Есть 300 карточек, у каждой обе стороны окрашены в какие-то цвета. Оказалось, что все карточки можно разбить на 100 троек таким образом, что в каждой тройке все шесть сторон будут шести различных цветов. Докажите, что все карточки можно разбить и на пары таким образом, чтобы все 4 стороны в каждой паре были четырёх различных цветов. (А.Шаповалов)
Решение. Достаточно доказать, что из любых двух троек можно составить три пары с разноцветными сторонами. Выберем любую rарточку K из первой тройки. Пусть стороны у К, скажем, красная и желтая. Тогда во второй тройке может быть не более одного карточки с желтой стороной и не более одной с красной, поэтому у третьей карточки (скажем, Т), обе стороны другого цвета. Объединим К и Т в пару, в ней все стороны разных цветов разные, и в оставшихся от троек парах – тоже.

2. Какие натуральные числа можно представить в виде 
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, где a и b – натуральны? (А.Устинов)
Решение. См. 9-1.1

3. На сторонах квадрата ABCD как на основаниях построены вовне равные равнобедренные треугольники AFB и BGC. Центр O квадрата соединен отрезком с серединой M стороны BG. Докажите, что OM и CF – перпендикулярны. (предложил Ф.Ивлев)
Решение. См. 9-1.2
4. У чисел 1000002, 1000012, 1000022, … отбрасывают пять последних цифр. Вначале получается арифметическая прогрессия с разностью 2: 100000, 100002, 100004, ….  Как долго этот шаг будет сохраняться? (Найдите максимальное число первых членов этой последовательности, образующих арифметическую прогрессию). (А.Устинов)
Решение. См. 9-1.4

5. Три одинаковые колоды карт положили друг на друга, предварительно каждую перетасовав. Оказалось, что между дамами пик первой и второй колоды лежит столько же карт, сколько между дамами пик второй и третьей колоды; то же верно для трех одинаковых карт любого достоинства. Докажите, что во всех трех колодах карты легли в одинаковом порядке. (А.Шаповалов)
Решение. Пусть в колодах по n карт. Рассмотрим самую верхнюю карту средней колоды. Между ней и такой же картой верхней колоды не более n–1 карты, а между ней и такой же картой нижней колоды – не менее n–1 карты. Значит, в обоих случаях между лежит ровно по 
n–1 карте, откуда верхние карты колод одинаковы. Если их выкинуть, то равенство промежутков не нарушится, а колоды уменьшатся. Точно так же совпадают верхние карты оставшихся колод, и т.д.
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