Бесконечное и минимальный контрпример. Лексикографический порядок
Если уж падать с 15-метровой лестницы, то лучше – с первой ступеньки… 

Лестница надежна, если надежны все ее ступеньки. Но это надо проверять. Узким местом часто оказывается самая низкая из ненадежных ступенек. Дополнительное свойство «самая низкая» создает то ограничение свободы, которое облегчает поиск (если есть) или проверку отсутствия (если нет) такой ступеньки. В самом деле, если нет самой низкой ненадежной ступеньки, то ненадежных ступенек нет вообще (мы считаем, что лестница не уходит бесконечно вниз, то есть бесконечный спуск невозможен). То же самое на математическом языке можно сказать и по-другому: либо есть минимальный контрпример, либо контрпримера нет вообще.  

Упр 1. а) Докажите, что во всяком множестве натуральных чисел есть минимальное число.
б) Верно ли это для множеств целых чисел? Положительных рациональных чисел?
в) Докажите, что в невозрастающей последовательности натуральных чисел начиная с некоторого места все члены равны.

Упр 2. (Принцип индукции) 
а) Петя доказал, что уравнение x3+y3=z3 не имеет решений в натуральных числах. Кроме того, он доказал, что если уравнение xn+yn=zn не имеет решений в натуральных числах, то уравнение xn+1+yn+1=zn+1 тоже не имеет. Доказал ли Петя Великую теорему Ферма?
б) Некоторое утверждение P(n) зависит от натурального параметра n. Доказано, что P(1) верно, и для любого k из верности P(n) для всех n<k следует, что P(k) верно. Докажите, что P(n) верно для всех n.

Упр 3. (Принцип минимального контрпримера)
а) Найдите минимальный набор из 6 различных натуральных чисел, которые можно разбить на две тройки с одинаковой суммой.
б) Докажите, что есть минимальный (по сумме) набор из 1000 различных натуральных чисел, который можно разбить на 100 наборов по 10 чисел с одинаковыми суммами.
Упр 4. (метод бесконечного спуска)
а) Есть бесконечная последовательность чисел, где каждый член равен сумме двух ближайших слева. В ней есть два соседних члена кратных 5. Докажите, что все члены кратны 5.
б) Есть бесконечная последовательность чисел, где каждый член равен сумме двух ближайших слева. Первый член равен 2013. Докажите, что в последовательности нет двух соседних членов кратных 5.
Задача 5. На координаной плоскости лежит правильный пятиугольник.  Докажите, что хотя бы одна из координат его вершин – не целая. 
Указание. Иначе внутри него есть меньший правильный пятиугольник с целыми координатами вершин.
Задача 6. На доске выписано 100 целых чисел. Известно, что для любых пяти из этих чисел найдутся такие шесть из этих чисел, что равны средние арифметические этой пятерки и этой шестёрки. Докажите, что все числа равны.

Определение (лексикографический порядок). Пусть A=(a1,a2, ...,am) и B=(b1,b2,...,bm) – две числовые строки длины m. Скажем, что A<B если a1<b1 либо a1=b1, a2<b2 либо a1=b1, a2=b2, a3<b3 и т.д.  
Nm – множество строк натуральных чисел длины m.

Упр 7. Докажите, что если A<B и B<C, то A<C.

Теорема 8. В каждом подмножестве множества Nm есть минимальный элемент.

Задача 9. В строке в беспорядке записаны положительные числа a1,a2,...,a100000. Если найдутся два числа рядом, при этом правое меньше левого, то компьютер меняет их местами, и умножает то из них, что оказалось справа, на 1000. Докажите, что  рано или поздно все числа в строке будут идти по возрастанию.

Задача 10. На доске написано натуральное число n>1. Разрешается выбрать любой простой делитель p числа n, и заменить n на число 
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. Докажите, что в результате таких замен на доске рано или поздно появится число 1.

Задача 11. Компания зрителей купила все билеты в один ряд, но села туда наугад, причем каждый оказался не на своем месте. Билетер может менять местами любых двух соседей, сидящих не на своих местах, и так много раз (но не может пересаживать зрителя, уже попавшего на свое место). Докажите, что при любой начальной рассадке билетер может действовать так, чтобы все расселись по своим местам.
Указание. Сопоставим каждому месту расстояние до зрителя с билетом на это место и покажем, как эту строку можно лексикографически уменьшать.
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Бесконечное и минимальный контрпример: Домашнее задание 

МК1. В бесконечной последовательности есть конечное число единиц, остальные члены равны 0. Если найдется группа 01, ее можно заменить на любую группу вида 10...0. Докажите, что удастся сделать лишь конечное число замен.

МК2. Последовательность натуральных чисел a1, a2, ..., an, ... такова, что для всякого n уравнение an+2x2+an+1x+an=0 имеет действительный корень. Может ли число членов этой последовательности быть 
а) равным 10; б) бесконечным?

МК3. Даны две прямоугольные таблицы A и B одинаковых размеров. Они заполнены цифрами 0 и 1, причем левее 0  может быть лишь 0, выше тоже. Известно, что суммы в А и B одинаковы, и при любом k сумма чисел в верхних k строках у A не меньше чем у B. Докажите, что при любом m сумма чисел в левых m столбцах у A не больше чем у B.

МК4. Дима придумал секретный шифр: каждая буква заменяется на слово длиной не больше 10 букв. Шифр называется хорошим, если всякое зашифрованное слово расшифровывается однозначно. Серёжа убедился (с помощью компьютера), что если зашифровать слово длиной не больше 10000 букв, то результат расшифровывается однозначно. Следует ли из этого, что шифр хороший? (В алфавите 33 буквы).
МК5. а) Шайка разбойников отобрала у купца мешок монет. Каждая монета стоит целое число грошей. Оказалось, что какую бы монету ни отложить, оставшуюся сумму можно разделить между разбойниками поровну. Докажите, что если отложить одну монету, то число монет разделится на число разбойников.
б**) Шайка разбойников отобрала у купца мешок золотых слитков. Оказалось, что какой бы слиток ни отложить, оставшиеся можно разделить между разбойниками поровну по весу). Докажите, что если отложить один слиток, то число слитков разделится на число разбойников.
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