2-я олимпиада 9 классов: задачи и решения

1. Назовём точку Q внутри треугольника ABC целостной, если все углы треугольников AQB, BQC и CQA измеряются целым чиcлом градусов. Докажите, что если все углы остроугольного треугольника измеряются чётным чиcлом градусов, то в нём есть не менее трёх целостных точек.

Решение. Q может быть точкой пересечения биссектрис, высот и серединных перпендикуляров. Во всех случаях достаточно проверить, что целыми будут два угла треугольника AQB.
Если Q – пересечение биссектрис, то (QAB=(A/2, (QBA=(B/2 – они целые, так как (A и (B – чётные. Если Q – пересечение высот, то (QAB =90(–(B, (QBA=90(–(A. А если Q – пересечение серединных перпендикуляров, то Q – центр описанной окружности. Тогда (AQB=2(C (центральный угол вдвое больше вписаного, опирающегося на ту же дугу). (QAB =90(–(AQB/2 = 90(–(C (как угол при основании рвнобедренного треугольника QAB.
Если треугольник ABC – не правильный, то эти три точки различны. В правильном треугольнике они совпадают, поэтому надо найти ещё две точки. Кроме центра O треугольника подойдут, например, точки пересечения биссектрис треугольников AOB и ВOC. Действительно, пусть Q – такая точка в AOB. Нетрудно проверить, что треугольники AQC и BQC равны, (ACQ=30(, (CAQ=45(, (QAB=(QBA=15(.

2. Назовем натуральное число хрупким, если его можно представить как произведение натуральных сомножителей меньших 2014. Докажите, что найдутся 2014 последовательных не хрупких чисел.

Решение. Назовем не хрупкое число крепким. Ясно, что крепкое число делится на простое число, большее 2014. Значит, число, кратное крепкому – крепкое. Обозначим P произведение всех простых чисел меньших 2014. Если число больше 1 и взаимно просто с P , то оно крепкое.

Решение 1. Обозначим N=P2014 и докажем, что числа от N+1 до N+2014 – все крепкие. Ясно, что если натуральное k(2014, то все его простые сомножители меньше 2014 и входят в его разложение в степенях меньших 2014. Значит, N/k – целое и делится на P. Тогда N+k=k(N/k+1). Выражение в скобках взаимно просто с P, поэтому оно крепкое. Значит, и N+k –крепкое. Решение 2. Пусть a+1,a+2,...,a+k – все крепкие. Обозначим через Q их произведение. Увеличим каждое из наших k крепких чисел на aPQ. Увеличенное число делится на исходное, поэтому оно – крепкое. Мы снова получили k крепких чисел подряд. Перед ними стоит число aPQ+a. Оно делится на PQ+1, которое взаимно просто с P. Поэтому PQ+1 и PQa+a – крепкие, то есть мы получили k+1 чисел подряд. Теперь, начав с любого крепкого числа, мы можем построить 2014 крепких чисел подряд.

Решение 3. Выберем 2014 различных простых чисел 2014<p1<p2<…<p2014. По китайской теореме об остатках найдется число N, которое при делении на p1 дает в остатке p1–1, при делении на p2 – остаток p2–2, …, при делении на p2014 – остаток p2014–2014. Тогда N+1 делится на  p1, N+2 – на p2, …, N+2014 – на p2014, то есть, все эти числа – крепкие. 
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В окружность ( вписан четырехугольник ABCD. Касательные к (, проведенные в точках A и D, пересекаются в точке P, при этом дуга ABCD лежит вне треугольника ADP. На луче BA нашлась точка K такая, что PK||AC, а на луче CD – точка N, так что PN||BD. Докажите, что точки B,C,K,N лежат на одной окружности.

4. Решение. Пусть диагонали AC и BD пресекаются в точке O. Треугольники AOB и DOC подобны по двум углам, поэтому AO:OD=AB:CD (см. рис.). Треугольники AKP и CAB тоже подобны по двум углам: (AKP=(CAB как соответственные при параллельных прямых AC и KP, (KAP=(ACB так как оба измеряются половиной дуги AB. Поэтому PK:PA=BA:BC. Аналогично, (DNP подобен (BDC, откуда PN:PD=CD:BC. Заметим ещё, что PA=PD как отрезки касательных. Тогда PK:PN=(PA(AB:BC):(PD(CD:BC)=(PA:PD)((AB:CD)=AB:CD=AO:OD. Кроме того, (AOD=(KPN как углы с параллельныхми сторонами. Поэтому треугольники AOD и KPN подобны по углу и двум сторонам. Но тогда параллельны и их третьи стороны: AD||KN. Ввиду параллельности (AKN=(BAD=180(–(BCD, значит,четырёхугольник KBCN – вписанный, ЧТД.

5. Есть 6 яблок, каждое яблоко либо красное, либо жёлтое, причём не все яблоки красные и не все жёлтые. В каждой тройке яблок, где есть яблоки обоих цветов, самое тяжелое яблоко легче двух других вместе. Докажите, что найдутся три яблока одного цвета, самое тяжелое из которых легче двух других вместе.

Решение. Можно считать, что жёлтых не больше чем красных. Назовём тройку яблок верной, если в ней самое тяжёлое яблоко легче двух других. 
Случай 1. Есть 4 красных яблока a≤b≤c≤d и жёлтое яблоко s. Тогда s легче суммы любых двух красных.  Пусть тройка (a, b, c) – не верная. Тогда d≥c>a+b>s. Разноцветная тройка (a, s, d) – верная, поэтому a+s>d, тем более a+c>d, то есть красная тройка (a,  c, d) – верная. 
Случай 2. Пусть красных и жёлтых яблок – по 3, красные a≤b≤c,  жёлтые d≤e≤f. Можно считать, что a(d. Разноцветная тройка (a, e, f) – верная, поэтому a+e>f. Тогда тем более d+e>f, то есть жёлтая тройка (d, e, f) – верная.

6. Каждая клетка доски 101×305 покрашена в один из двух цветов так, что у каждой клетки соседей (по стороне) такого же как у неё цвета цвета меньше, чем соседей другого цвета. Какое наибольшее значение может принимать разность между количеством клеток одного и другого цветов?

Ответ. 101. Решение. Пример. Расположим доску вытянутой по горизонтали и разобьём её на 101 вертикальную полосу ширины 3 и одну полосу ширины 2 с правого края. Левую вертикаль каждой из полос раскрасим в шахматном порядке с белым цветом на верхнем и нижнем краях. Каждую из остальных вертикалей раскрасим в шахматном порядке с черным цветом на верхнем и нижнем краях. В результате на каждой полосе ширины 3 образуется составленная из горзонтальных одноцветных доминошек вертикальная полоса ширины 2. В каждой из полос ширины 3 чёрных клеток на ону больше чем белых, а вправой полосе ширины 2 чёрных и белых клеток поровну. Значит, всего чёрных клеток на 103 больше чем белых. 
Оценка. Если есть две соседние одноцветные клетки, то они со всех сторон окружены клетками другого цвета. Можно считать что эти две клетки образуют горизонтальную доминошку (иначе повернём доску). Тогда доминошки, примыкающие к ней сверху и снизу, окрашены в противоположный цвет. Поэтому одноцветные доминошки, чередуясь по цвету, целиком покрывают прямоугольник ширины 2, составленный из двух смежных вертикалей. Назовём это биполосой. Соседние с биполосой клетки закрашены в противоположные цвета.

Заметим, что на доске не могут одновременно быть горизонтальные и вертикальные доминошки, потому что тогда соответствующие биполосы пересеклись бы и их раскраска нарушилась бы. Поэтому можно считать, что все доминошки на нашей доске – горизонтальные, а биполосы – вертикальные. Кроме того, биполоса не может прмыкать к евому или правому краю, иначе у покрытой ею угловой клетки соседей обоих цветов поровну.

Покажем, что если в прямоугольнике ширины 3, составленном из 3 соседних вертикалей, есть горизонтальная одноцветная “доминошка”, то клеток одного цвета в нём на одну больше, чем клеток другого цвета. В самом деле, такой прямоугольник раскрашен либо в шахматном порядке, либо состоит из биполосы и одиночной шахматно раскрашенной вертикали: в обоих случаях наше утверждение без труда проверяется.

Если доска вытянута в ширину, разобьём её на 101 вертикальный прямоугольников ширины 3 и один прямоугольник ширины 2. В каждом из 101 прямоугольников ширины 3 клеток одного цвета на 1 больше, чем клеток другого, а в примкающем  краю прямоугольнике ширины 2 клеток обоих цветов дожно быть поровну. Значит, при таком расположении доски и горизонтальных доминошках превышение числа клеток одного цвета над числом клеток другого не может быть больше, чем 101. 

Если же доска вытянута по вертикали, то полос ширины 3 будет всего 33, поэтому и разность клеток не превосходит 33.
7. Московские сборы, гр. Эверест и Монблан, ashap.info/Uroki/Mosbory 9 апреля 2014 г.
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