Индукция (остатки)
Индукция незаменима при логической рекурсии («иль думал, что я думала, что думал он я сплю»).

1. Двум логикам сообщили на ухо два натуральных числа, а вслух сообщили, что числа отличаются на 1. Далее их по очереди много раз спрашивают, знают ли они число другого, и те вслух говорят «Да» или «Нет». Докажите, что рано или поздно кто-то скажет «Да». 
2. 10 бандитов ограбили банк на миллион долларов и уселись в ряд за стол делить деньги. Сначала первый предлагает, кому сколько: мне столько-то, второму столько-то и т.д., и все 10 голосуют. Если «за» не менее половины, то предложение принимается, каждый получает предложенную долю, и все расходятся. Если более половины голосуют «против», первого убивают, и тогда уже второй бандит предлагает кому сколько на тех же условиях, и т.д.

Каждый бандит руководствуется в первую очередь желанием выжить, во вторую (если жизнь вне опасности) – получить побольше денег, в третью (если на жизнь и сумму это не влияет) – не убивать без необходимости (дело-то не последнее!). Как распределятся деньги, если все бандиты будут действовать и рассуждать абсолютно логически?

Минимальный контрпример

Если уж падать с 15-метровой лестницы, то лучше – с первой ступеньки… 

Лестница надежна, если надежны все ее ступеньки. Но это надо проверять. Узким местом часто оказывается самая низкая из ненадежных ступенек. Дополнительное свойство «самая низкая» создает то ограничение свободы, которое облегчает поиск (если есть) или проверку отсутствия (если нет) такой ступеньки. В самом деле, если нет самой низкой ненадежной ступеньки, то ненадежных ступенек нет вообще (мы считаем, что лестница не уходит бесконечно вниз, то есть бесконечный спуск невозможен). То же самое на математическом языке можно сказать и по-другому: либо есть минимальный контрпример, либо контрпримера нет вообще.  

1. а) Докажите, что во всяком множестве натуральных чисел есть минимальное число.
б) Верно ли это для множеств целых чисел? Положительных рациональных чисел?
в) Докажите, что в невозрастающей последовательности натуральных чисел начиная с некоторого места все члены равны.

2. (Принцип минимального контрпримера)
а) Найдите минимальный набор из 6 различных натуральных чисел, которые можно разбить на три разные по численности группы с одинаковой суммой.
б) Докажите, что есть минимальный (по сумме) набор из 1000 различных натуральных чисел, который можно разбить на 40 разных по численности групп с одинаковыми суммами.
3. (метод бесконечного спуска)
а) Есть бесконечная последовательность чисел, где каждый член, начиная с третьего, равен сумме двух ближайших слева. В ней есть два соседних члена кратных 5. Докажите, что все члены кратны 5.
б) Есть бесконечная последовательность чисел, где каждый член равен сумме двух ближайших слева. Первый член равен 2014. Докажите, что в последовательности нет двух соседних членов кратных 5.
4. На координатной плоскости лежит правильный пятиугольник.  Докажите, что хотя бы одна из координат его вершин – не целая. 
Указание. Иначе внутри него есть меньший правильный пятиугольник с целыми координатами вершин.

5. На доске выписано 100 целых чисел. Известно, что для любых пяти из этих чисел найдутся такие шесть из этих чисел, что равны средние арифметические этой пятерки и этой шестёрки. Докажите, что все числа равны.

6. Последовательность натуральных чисел a1, a2, ..., an, ... такова, что для всякого n уравнение an+2x2+an+1x+an=0 имеет действительный корень. Может ли число членов этой последовательности быть 
а) равным 10; б) бесконечным?
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