Свяжитесь с графом


Задача 1. Какое наибольшее число рёбер можно перекусить в проволочном каркасе куба так, чтобы каркас не развалился на части?
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Вот пример, когда перекусили 5 рёбер из 12, и каркас не разваливается (см. рис. 1), и ясно, что при любой попытке перекусить ещё одно ребро каркас распадется на две части. То, что этот пример нельзя улучшить, не означает, что нельзя перекусить большее число ребер каким-то другим способом. Необходимо доказать, что каркас куба, в котором перекусили 6 ребер, обязательно распадется. 
Поместим в вершины по шарику, удалим вначале вообще все ребра, а затем некоторые из них будем восстанавливать. Вначале каждый шарик составляет отдельную группу, то есть всего групп 8. Восстанавливая очередное ребро, мы можем связать две группы в одну, уменьшив число групп на одну. Если же восстанавливаемое ребро соединяет два шарика внутри одной группы, то число групп не изменится. В конце процесса все шарики должны быть связаны в одну группу, а значит, операцию восстановления ребра придется проделать не менее чем 8–1=7 раз, т.е. придется восстановить не менее 7 рёбер. Всё, задача решена!
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Задача 2. Из спичек сложена шахматная доска 8×8, сторона каждой клетки равна длине спички (см. рис. 4). Жук хочет, чтобы с любой клетки можно было дойти до любой другой, не переползая через спички и не выползая за пределы доски. Какое наименьшее число спичек придётся для этого убрать, если граничные спички убирать нельзя?
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Ответ.  63 спички. 

Теорема о связности графа
Что общего в решениях задач 1 и 2? И там и тут были разрозненные объекты (шарики, клетки), которые мы объединяли в группы (области). В обеих задачах ключом к решению стала идея проследить за количеством групп (областей). 
В обеих задачах есть связи между парами объектов: ребро куба соединяет пару вершин, спичка служит границей между парой соседних клеток. Связи тут очень наглядны, и это облегчает их подсчёт. 

Чтобы по возможности не повторять одни и те же рассуждения в разных ситуациях, математики вводят общие понятия. Структуры, в которых есть связи между парами объектов, называются графами. Наглядное представление графа такое: изображается система точек – вершин графа,  где некоторые пары вершин соединены линиями – рёбрами графа. 

Можно изготовить модель графа из пуговиц-вершин и нитей-рёбер.  Раскладывая такую модель на столе, или запутывая как угодно, мы граф не изменяем.  В модели из пуговиц и нитей хорошо видны связные куски (компоненты): на такие компоненты можно разделить модель, не разрывая нитей. 
Более строго:  граф называется связным, если от любой его вершины можно дойти до любой другой вершины, двигаясь по ребрам (т.е., переходя несколько раз из вершины в вершину по ребру). Пусть в произвольном графе зафиксирована вершина A.  Множество вершин, в которые можно попасть из данной вершины A, двигаясь по ребрам, назовём компонентой связности вершины A и обозначим K(A). При этом считается, что сама вершина A входит в компоненту K(A).

[image: image4.png]Puc. 5



Множество всех вершин графа разбивается на компоненты связности (в частности, множество вершин связного графа представляет собой одну компоненту).  На рис. 6 изображен пример графа, у которого всего 4 компоненты связности. Обратим внимание на то, что в компоненте может быть одна изолированная вершина.
Теорема. 1. Пусть дан связный граф с n вершинами. Тогда в нем не менее n–1 ребер.

2. Пусть граф с n вершинами распадается на с компонент связности. Тогда в нем не менее n–c ребер.

Упражнение 2. 
Решите задачу 2 в предположении, что убирать граничные спички можно, и жук может выползать за пределы доски (но жук хочет только иметь возможность посещать все 64 клетки).
Указание: можно считать, что вначале  у нас есть 65 областей, считая внешнюю. 

Упражнение 3.
Пусть дан связный граф c n вершинами и k ребрами, причем k >n–1. Докажите, что можно удалить ребро так, чтобы граф остался связным.
Указание: можно использовать прием, который мы встречали: удалить сначала все ребра, а затем восстанавливать их по одному. 

Упражнение 4. Какое минимальное число спичек нужно удалить, чтобы из каждой клетки можно было добраться до границы квадрата?

Необычные вспомогательные графы
Понятны типовые ситуации, которые легко описываются на языке графов: это города и соединяющие их дороги (авиалинии), знакомства людей в некоторой компании...  
Далее мы рассмотрим задачи, в которых применение графов (и конкретно теоремы связности) не столь очевидно, но весьма продуктивно.

Намеком на использование графа в решении той или иной задачи могут стать связи между парами объектов или даже просто выделенный набор пар. 

Задача 3. На клетчатой бумаге нарисован многоугольник площадью в n клеток. Его контур идёт по линиям сетки. Каков наибольший периметр многоугольника? (Сторона клетки равна 1). 

Решение. Ответ: 2n+2. 
Пример: прямоугольник n×1.
Оценка. Сумма периметров n клеток равна 4n. Из этих периметров складывается периметр многоугольника и удвоенная сумма длин отрезков сетки внутри многоугольника: ведь к каждому внутреннему отрезку клетки примыкают с двух сторон. Чтобы оценить общую длину внутренних отрезков, построим граф: вершины – клетки прямоугольника, рёбра связывают клетки с общей стороной. Этот граф связен: ладья может свободно путешествовать между всеми клетками внутри многоугольника. По теореме, у графа не менее n–1 ребра, то есть, общая длина внутренних отрезков не менее n–1. Но тогда периметр многоугольника не более 4n–2(n–1)=2n+2.

Заметьте, что во многих задачах бывает полезна более общая конструкция «двойственного графа», когда области в некоторой «карте» на плоскости объявляются вершинами, а если у двух областей-вершин есть общая часть границы, то они соединяются ребром. 
Задача 4. Тетрадный лист раскрасили в 23 цвета по клеткам (при этом все цвета присутствуют). Пара цветов называется хорошей, если найдутся две соседние клетки, закрашенные этими цветами. Каково минимальное число хороших пар? 
Путь к решению. Среди всевозможных пар цветов явно выделены хорошие. Это намек на возможность построить граф «цветов» и оценить число ребер в нем! 
Решение. Ответ. 22 пары. 

Пример. 22 не граничащие друг с другом клетки окрашены в 22 цвета, остальные клетки – в 23-й цвет. 
Оценка. Упомянутый выше граф цветов связен, так как можно от клетки одного цвета дойти до клетки любого другого цвета. Поэтому хороших пар не менее 22.
Задача 5. Дан клетчатый прямоугольник m×n. Каждую его клетку разрезали по одной из диагоналей. На какое наименьшее число частей мог распасться прямоугольник?

Решение. Ответ: m+n.
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Пример: Можно во всех клетках провести параллельные разрезы (рис. 7), тогда количество частей будет m+n.

Оценка. Пусть в каждой клетке проведен разрез вдоль одной из диагоналей. Построим граф: вершины будут соответствовать треугольничкам – половинам разрезанных клеток, а ребро между вершинами проведем, если соответствующие треугольнички имеют общий катет. Тогда части – это компоненты связности нашего графа. Число вершин равно 2mn, а число ребер равно m(n–1)+n(m–1)= 2mn–(m+n). Согласно теореме, компонент связности в таком графе не меньше, чем m+n. 
Задача 6.  Есть m болельщиков:  некоторые из них (возможно, все или никто) болеют за «Спартак», а остальные  – за «Динамо». Разрешается спросить у любых двоих, болеют ли они за разные команды, и они честно ответят «да» или «нет». Требуется посадить болельщиков в два автобуса так, чтобы в каждом были болельщики только одной команды. За какое минимальное количество вопросов это наверняка можно сделать? 

Ответ: m–1. 
Пример очевиден: достаточно опросить всех в паре с первым. 

Оценка. Построим граф: вершины люди, ребра – вопросы. Если вопросов не более чем m–2, то граф не связен. Каждая из мпонент связности делится на два автобуса, но как соединять эти части между собой – неясно… 

Задача 7. Дана доска m×n, разбитая на единичные клетки. Сначала в  (m–1)(n–1)+1 клеток ставится по фишке. Пусть в некоторый момент на доске нашлись такие четыре клетки, центры которых являются вершинами прямоугольника со сторонами, параллельными краям доски, что ровно в одной из этих клеток стоит фишка;  тогда эту фишку можно снять. Докажите, что хотя бы одну фишку не удастся снять с доски, проделывая только описанные операции.
Решение. Построим граф: вершины – вертикали и горизонтали, их всего m+n. Ребро связывает вертикаль с горизонталью, если на их пересечении нет фишки. Изначально свободны mn–(m–1)(n–1)–1 = m+n–2 клетки, то есть, число рёбер меньше m+n–1. По теореме наш граф – не связный. При снятии фишки две вертикали и две горизонтали, образовавшие прямоугольник, уже были в одной компоненте связности. Значит, снятие число компонент не изменило, и граф остался не связным. А если снять все фишки, он будет связным. Значит, все снять нельзя.

Задача 8. Хозяйка испекла для гостей пирог. За столом может оказаться либо p человек, либо q, где p и q взаимно просты. На какое минимальное количество кусков (не обязательно равных) нужно заранее разрезать пирог, чтобы в любом случае его можно было раздать поровну? 

Ответ: p+q–1.
Пример. Нам важна не форма кусков, а их вес. Изобразим пирог отрезком [0, pq] на числовой прямой и будем делить его на меньшие отрезки. Веса кусков будут пропорциональны длинам этих отрезков. Разделим синими точками большой отрезок на p равных частей, а красными – на q равных частей. Будет p–1 синяя и q–1 красная точки. Эти точки разделят отрезок на p+q–1 частей. 
Оценка. Можно считать, что в гости могли прийти либо p дам, либо q гусаров. Всех их будем считать вершинами графа. Всего в графе p+q вершин. Пусть есть план раздачи кусков и дамам,  и гусарам. Даму и гусара, которым достался бы один и тот же кусок (или несколько кусков), соединим ребром. Итак, число рёбер графа не больше числа кусков. Будем считать, что пирог весит pq фунтов. Рассмотрим компоненту связности. И дамы, и гусары из этой компоненты получили бы один и тот же набор кусков, то есть в сумме поровну. Но дамы получают по q фунтов, гусары – по p, поэтому суммарный вес для компоненты делится на НОК(p, q)=pq. Значит, компонента получает весь пирог, и других компонент нет. Граф связен, поэтому число рёбер не меньше p+q–1, то же верно и для числа кусков. 
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