Игры: дополнительные приемы
(Из книги «Математика в задачах. Сборник материалов выездных школ команды Москвы на Всероссийскую математическую олимпиаду)

Кроме соответствия, передачи хода и дерева игры («ставь на минус»), бывают еще игры-шутки, игра на опережение, накопление преимущества.
Игры-шутки

В таких играх побеждает всегда одна из сторон независимо от ее желания. 

Пример 1. a) На столе лежат 2007 кучек по одному ореху. За один ход разрешается объединить две кучки в одну. Двое играющих делают ходы по очереди, кто не сможет сделать ход – проигрывает. Кто выиграет?

b) То же, но разрешается объединять кучки только с одинаковым числом орехов.

Указание. В обоих случаях конечное число кучек, а, значит, и общее число ходов не зависит от хода партии. 

Пример 2. (Брюссельская капуста) На плоскости отмечаются 7 крестиков. За ход разрешается соединить кривой два конца крестиков (или концов получающихся в результате ходов палочек) и перечеркнуть ее поперек палочкой с двумя свободными концами. Кривая при этом не может пересекать ранее проведенных кривых. Двое играющих делают ходы по очереди, кто не сможет сделать ход – проигрывает. Кто выиграет?
Эти идеи работают и в серьезных играх: один из игроков удачным ходом сводит игру к игре-шутке, когда уже ни соперник, ни сам игрок не смогут предотвратить его победы.

Пример 3. Дана клетчатая полоса 1×N. Двое играют в следующую игру. На очередном ходу первый игрок ставит в одну из свободных кле ток крестик, а второй – нолик. Не разрешается ставить в соседние клетки два крестика или два нолика. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из игроков может всегда выигрывать (как бы ни играл его соперник)?

Указание. После ответного хода на край победу второго никто не сможет предотвратить.
Игра на опережение
Игра на орережение – распространееныый прием в нематематических играх. Но и в математических играх бывает, что выигрыш достается тому, кто первый сумеет занять ключевое положение. После этого, как правило, работает идея соответствия.
Пример 4. Есть 9 запечатанных коробок соответственно с 1,2,3,...,9 фишками. Двое играющих по очереди берут по одной фишке из любой коробки, распечатывая, если необходимо, коробку. Проигрывает тот, кто последним распечатает коробку. Кто из них может всегда выиграть независимо от  игры  противника?

Решение. Выигрывает второй. Первыми четырьмя ходами он должен распечатать 4 коробки с четным числом фишек. Поскольку нечетных коробок больше, то по крайней мере одна коробка с нечетным числом фишек  останется  нераспечатанной. Следовательно, последней будет распечатана именно такая коробка. Но в остальных коробках в сумме - четное число фишек, поэтому они  могут кончиться только после хода второго, то есть последнюю коробку будет вынужден распечатать первый.

Пример 5. В одном из углов  шахматной  доски лежит плоский картонный квадрат 2×2,  а  в противоположном  -  квадрат 1x×1.  Двое  играющих по  очереди перекатывают каждый свой квадрат через сторону: Боря – большой квадрат, а Миша - маленький. Боря выигрывает, если не позднее 100-го  хода Мишин квадрат окажется на клетке,  накрытой  Бориным квадратом. Может ли Боря выиграть независимо от игры Миши, если 
а) первым ходит Боря;  
б) первым ходит Миша?

Решение. a,б) Нет.  Пусть  2x2 накрывает клетки a1 и b2, 1x1  -  клетку h8. Назовем узлом  A  верхнюю правую вершину клетки  c5, узлом B - верхнюю правую  вершину  клетки d6. Миша должен двигать  свой квадрат к соответствующему узлу (A в  случае a, B в случае б), и бегать вокруг него, уклоняясь от накрывания.

Пример 6. Вначале есть 100 прямоугольников 2×1. Каждым ходом надо выбрать из имеющихся два прямоугольника с равной стороной и склеить их по этой стороне в один больший прямоугольник. Двое ходят по очереди, кто не может сделать ход – проиграл. Кто из игроков может выиграть независимо от игры противника?
Накопление преимущества
Тоже весьма распространенный прием в нематематических играх. В математических играх накопление обычно связано с каким-нибудь полуинвариантом. При этом надо придумать алгоритм, ведущий к накоплению независимо от сопротивления соперника.

Пример 7. Миша стоит в центре круглой лужайки радиуса 100 метров. Каждую минуту он делает шаг длиной 1 метр. Перед каждым ша гом он объявляет направление, в котором хочет шагнуть. Катя имеет право заставить его сменить направление на противоположное. Может ли Миша действовать так, чтобы в какой-то мо мент обязательно выйти с лужайки, или Катя всегда сможет ему помешать?

Указание. Миша должен увеличивать расстояние до центра лужайки.

Пример 8. На клетчатой  доске 1×100000  (вначале  пустой)  двое  ходят  по очереди.  Первый  может за  ход  выставить  два  крестика  в  любые два свободных поля доски. Второй может стереть  любое количество крестиков, идущих подряд  - без пустых клеток между ними.  Если после хода первого образуется 13  или более крестиков  подряд, он выиграл. Может ли первый выиграть при правильной игре обех сторон?
Указание. Вначале первый нарщивает число групп из 13 полей с 6-ю дырками, затем – с пятью, и т.д.

Пример 9. Двое играющих по очереди ломают палку: первый на две части, затем второй ломает  любой из кусков на две  части, затем  первый – любой  из кусков на две  части,  и т.д. Один из  игроков  выигрывает, если сможет после  какого-то  из  своих  ходов  сложить  из  6  кусков  два  равных треугольника. Может ли другой ему помешать?

Ответ. Нет.

Набросок решения. Первый ломает пополам, затем повторяет симметрично ходы второго, пока  не образуется 5 пар равных кусков  a>b>c>d>e. Если ни из какой  тройки  нельзя сложить треугольник, то первый  отламывает  от  a кусок длины c. Второй  обязан  разломить c.  Первый  отламывает кусок длины c от другого a, затем – по c от a–c и т.д., пока не станет возможным сложить треугольник из a–kс, b и c.
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