Занятие 15. Геометрия масс
Определение 1. Геометрическая точка А, снабженная числом m, называется материальной точкой mA.
Определение 2. .Центром масс (ц.м) системы материальных точек (м.т.) m1A1, m2A2,…mnAn называется точка Z, для которой имеет место равенство:
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Теорема 0. Пусть Z – ц.м. системы м.т. А1, А2,…Аn. Тогда для любой точки О верно равенство:
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Обратно: если хотя бы при одном выборе в пространстве точки О выполняется это равенство, то точка Z – центр масс системы м.т. А1, А2,…Аn.

Свойство 1. Всякая система, состоящая из конечного числа м.т., имеет однозначно определенный центр масс.

Свойство 2. Центр масс двух м.т. расположен на отрезке, соединяющем эти точки; его положение определяется архимедовым правилом рычага:  m1d1=m2d2.

Свойство 3. Пусть в системе м.т. несколько точек отмечены, и пусть С – центр масс отмеченных м.т. Если всю массу отмеченных м.т. сосредоточить в С, то от этого положение центра масс всей системы не изменится.

Упр4.  В вершины треугольника помещены одинаковые массы. Докажите, что их центр масс лежит в точке пересечения медиан треугольника.

Задача 5. Докажите, что ц.м. четырехугольника, в вершинах которого расположены одинаковые массы – точка пересечения средних линий.

Задача 6. Докажите, что точка пересечения средних линий четырехугольника и середины его диагоналей лежат на одной прямой.

Упр 7. Поместите такие массы x, y, z в точки A, B, C соответственно, чтобы центр масс пары xA, yB был вдвое ближе к A, чем к B, а центр масс пары yB, zC был втрое ближе к B чем к C.
Задача 8. На сторонах AB и BC треугольника ABC  отмечены такие точки K и L соответственно, что AK:KB=1:2, BL:LC=1:3. Пусть M – точка пересечения AL и KC. Найдите отношение LM:MA. 

Задача 9. Докажите, что ц.м. выпуклого многоугольника лежит внутри него.
Теорема 8 (Чева). На сторонах AB, AC, BC треугольника ABC отмечены точки C’, B’ и A’ соответственно. 
Отрезки AA’, BB’, CC’ пересекаются в одной точке ( 
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Указание. Поместите в вершины треугольника такие массы, чтобы центры масс пар A,B и B,C попали в точки C’ и A’ соответственно.

Задача для долгоиграющего матбоя.

Зад M15. Стороны треугольника ABC, противолежащие вершинам A, B и C имеют длины a, b и c. Докажите, что ц.м. системы aA, bB, cC – центр вписанной окружности этого треугольника и определите, в каком отношении проведенная из вершины A биссектриса  делится точкой пересечения биссектрис.

Зад M17. Три жука одинаковой массы ползают по контуру треугольника так. Что их центр масс остается на месте. Известно, что один жук прополз по всему контуру. Докажите, что центр масс жуков – это точка пересечения медиан треугольника.

Зад M16. Через вершину D параллеллограмма ABCD проведена прямая, отсекающая 1/n часть
от стороны AB, считая от вершины A. Какую часть от диагонали AC отсекает та же прямая?  
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