Занятие 20. Простые числа
Теория. Ниже p везде обозначает простое число.

1. Простых чисел бесконечно много.

2. Если ab 
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3. Всякое число раскладывается на простые множители единственным способом.

Определение. Если НОД(a,b)=1, то целые числа a и b называются взаимно простыми.

Упр 1. Докажите, что a) числа взаимно просты ( их простые делители различны.
b) a и b взаимно просты ( am и bn взаимно просты (где m и n – натуральны).

Упр 2. Разложите на простые множители  a) 20!   b) 
[image: image4.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

10

20

.  
Задача 3.  Докажите, что a) 
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при всех  n от 1 до p–1. 
b) (a+b)p=a p+b p(mod p)
c) (малая терема Ферма)  a p =a(mod p) 
Задача 4.  Существуют ли 10 чисел таких, что ни одно из них не делится на другое, а квадрат любого делится на любое другое? 

Задача 5. а) Расставьте в вершинах 5-угольника целые числа так, чтобы пара чисел на каждой из сторон были не взаимно проста, а любая другая пара была взаино простой.
b) Докажите, что такую расстановку можно сделать для любого многогранника и вообще для любого конечного графа.

Китайская теорема об остатках

Упр 6. а) Найдите наименьшее натуральное число, которое при делении на 7 дает в остатке 6, а при делении на 10 дает в остатке 5.
b) Найдите все такие целые числа.

Задача 7. Генерал приказал солдатам построится в колонну по 4, и рядовой Иванов оказался лишним. Тогда генерал приказал построиться в колонну по 5, и снова Иванов оказался лишним. Когда же и в колонне по 6 Иванов оказался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего Иванов нашел свое место в колонне по 7 и никого лишнего не осталось. Какое наименьшее число солдат могло быть у генерала?

Теорема 8 (китайская теорема об остатках). а) Натуральные числа a и b взаимно просты. Для каждого из чисел от 1 до ab рассмотрим пару остатков : от деления на a и от деления на b. Докажите, что всевозможные пары остатков встретятся в точности по одному разу.
b) Числа a1, a2, …, an попарно взаимно просты. Докажите, что для любого набора остатков r1, r2, …, rn найдется такое натуральное число m( a1a2(…(an, которое при делении на каждое из ai даст соответственно остаток ri.     

Задача 9. a) Найдите пример трех последовательных чисел, каждое из которых делится на квадрат простого числа.
b) Докажите, что для любого натурального k найдется k последовательных чисел, каждое из которых делится на квадрат простого числа. 

Задача для долгоиграющего матбоя.

M23. Вычеркните из произведения 1!(2!(3!( ... (100! один из 100 сомножителей так, чтобы произведение стало точным квадратом. 
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