Занятие 2. Центральная симметрия. Композиция симметрий

Задача 1. Две равные окружности касаются в точке М. Три прямые, проходящие через точку М, пересекают первую окружность в точках А1, В1 и С1, а вторую – в точках А2, В2 и С2. Докажите, что: 
а) треугольники А1В1С1 и А2В2С2 равны; 
b) отрезки, соединяющие центры их вписанных и описанных окружностей, а также точки пересечения медиан, пересекаются в точке М и делятся ей пополам.

Определение  1. Точки А и В называются симметричными относительно точки О, если О - середина отрезка АВ. Точка О симметрична сама себе. Центральной симметрией SО  с центром О называется такое преобразование плоскости, при котором каждая точка переходит в симметричную ей относительно точки  О.

Свойство. Центральная симметрия является движением.

Упр 2. Укажите центры симметрии прямой, отрезка, угла, окружности, прямоугольника, квадрата. 

Упр 3. Докажите, что если у четырехугольника есть центр симметрии, то это – параллелограмм.

Упр 4. Противоположные стороны шестиугольника равны и параллельны. Докажите, что у него есть центр симметрии.

Задача 5. В треугольник вписана окружность, и к ней проведены касательные, параллельные сторонам треугольника. В результате получилось, что окружность вписана в шестиугольник. Докажите, что противоположные стороны этого шестиугольника попарно равны. 

Задача 6. Двое игроков по очереди выкладывают на прямоугольный стол пятаки. Монету можно класть только на свободное место. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередной ход. Докажите, что первый игрок может выигрывать, как бы не играл противник. 

Задача 7. У фигуры есть две перпендикулярные оси симметрии. Докажите, что у этой фигуры есть и центр симметрии. 

Определение 2. Композиция двух преобразований F и G обозначается GoF, при этом сперва выполняется F, потом G (так что при применении композиции к точке X имеем GoF(X)=G(F(X)). 

Обозначения. TAB - параллельный перенос на вектор AB.
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.- поворот на угол  вокруг точки O.  

Упр 8. a) Прямые l и m пересекаются под прямым углом в точке O. Докажите, что Sl oSm=SO
b) Прямые l и m пересекаются точке O под углом /2 . Докажите, что Sl oSm=
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c) Докажите, что композиция двух центральных симметрий – это параллельный перенос, а именно  SBoSA=T2AB
Задача 9. Докажите, что если точку последовательно отразить симметрично относительно точек A, B, С, A, B, C, то точка вернется на свое место 

Задачи для долгоиграющего матбоя.

M3. На сторонах параллелограмма построены внешним образом правильные треугольники. Докажите, что их вершины образуют параллелограмм.

M4. Дан угол и точка внутри него. Постройте такой отрезок с концами на сторонах данного угла, середина которого будет в точке D.
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