Занятие 13. Векторы. Скалярное произведение
Определениe. Вектором a будем называть направленный отрезок. Длина (модуль) вектора |a| – длина отрезка. Если |a|=1, то вектор называется единичным. Вектор с началом в точке A и концом в точке B обозначим 
[image: image1.wmf]AB

.
Упр0. Докажите неравенство треугольника |a+b|≤|a|+|b|. Когда будет равенство? 
Упр1. |a|=|b|, ( – угол между векторами a и b. Найдите |a+b|.
Задача 2. Докажите, что если векторы a+b и a–b перпендикулярны, то |a|=|b|.
Задача 3. Сумма четырех единичных векторов равна нулю. Докажите, что их можно разбить на две пары с суммой ноль в каждой.

Определениe. Скалярным произведением a( b векторов a и b называется число |a||b|cos(, где ( – угол между векторами a и b. В частности, вместо a( a  можно писать a2.
Упр4. Докажите простейшие свойства скалярного произведения:
a) a( b= b( a 
b) a2=|a|2.
c) векторы a и b перпендикулярны ( a( b=0.
Теорема 5 (линейность скалярного произведения). 

Пусть k, l – произвольные числа, a, b, c – векторы. Тогда (ka+lb)( c = k a( c +l b( c, c ( (ka+lb)= k c ( a +l c( b.
Упр6. a+b+c+d=0. Докажите, что |d|2=|a|2+|b|2+|c|2+2 a( b+2 b( c+2 c( a
Задача 7.  Пусть A,B,C,D – произвольные точки плоскости. Докажите, что 
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Задача 8.  Докажите, что если диагонали четырехугольника перпендикулярны, то диагонали любого другого четырехугольника с такими же длинами сторон (и в той же последовательности) тоже перпендикулярны.

Задача 9. Пусть O – центр описанной окружности треугольника ABC, а точка H обладает тем свойством, что 
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. Докажите, что H – точка пересечения высот треугольника ABC.
Задача 10.  Пусть A,B,C,D – произвольные точки плоскости. Докажите, что AB2+BC2+CD2+DA2≥AC2+BD2, причем равенство достигается только если ABCD – параллеллограмм.

Задача 11.  Докажите, что из пяти векторов всегда можно выбрать два так, чтобы длина их суммы не превосходила длины суммы трех оставшихся векторов.

Задачи для долгоиграющего матбоя.

M17. Сумма четырех попарно непараллельных векторов равна нулю: a+b+c+d=0. Докажите, что 
|a|+|b|+|c|+|d|>|a+b|+|a+c|+|a+d|.
M18. Пусть a1, a2, …, an – векторы, длины которых ≤1. Докажите, что в сумме c = a1( a2(…(an можно выбрать знаки так, что |c|≤
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M19. В выпуклом четырехугольнике сумма расстояний от вершины до сторон одна и та же для всех вершин. Докажите, что четырехугольник – параллеллограмм.
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