www.ashap.info/Zadachi
Дюжина задач А.В.Шаповалова по классической геометрии (с решениями)
1. <УТЮМ40 Тур4, 7 класс, лига 2> 

Вершины треугольника лежат на окружности, а её центр лежит на одной из медиан треугольника (но не на стороне). Докажите, что треугольник – равнобедренный.
Решение. Пусть A, B, C — вершины треугольника, O — центр окружности, AM — медиана, на которой лежит центр. Тогда OM — медиана треугольника OBC. Однако OB = OC — как радиусы. Так как треугольник OBC — равнобедренный, то медиана OM является и высотой. Но тогда и AM – высота, поэтому и треугольник ABC — равнобедренный.

2. < УТЮМ40 Тур3, 7 класс, лига 2> 

В равнобедренном треугольнике ABC с  основанием AB биссектриса AL перпендикулярна медиане BM. Периметр треугольника LMC равен 30 см. Найдите периметр треугольника ABC.
Ответ. 50 см. Решение. а) В треугольнике AMB биссектриса угла A совпадает с высотой, поэтому он — равнобедренный. Значит, AB = AM. Тогда треугольники AML и ABL равны по двум сторонам и углу между ними. Значит, LM = BL. Обозначим AB = x, тогда AC = BC = 2x. Периметр 30 см = LM+CL+CM = BL+CL+CM = BC+CM = 3x, значит, x = 10 см. А периметр ABC равен 5x = 50 см.

3. <УТЮМ40 Тур2, 7 класс, лига 2> 

Прямоугольный лист бумаги перегнули по прямой так, что противоположные вершины совместились. В результате получились три треугольника: в середине один двухслойный и по краям два однослойных. Докажите, что двухслойный треугольник — равнобедренный.
Решение. Крайние треугольники равны по стороне и двум прилежащим углам: стороны равны как противоположные стороны прямоугольника, один угол прямой, второй — прямой минус общая часть. Поэтому равны и третьи стороны.
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4. <УТЮМ40, 7 класс, командная олимпиада> 
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Три высоты остроугольного треугольника разбили его на шесть треугольников (см. рис.). Оказалось, что треугольники, отмеченные буквой Х, равны. Докажите, что треугольники, отмеченные буквой Y, тоже равны.
Решение. В равных прямоугольных треугольниках AHL и CHK равны гипотенузы: AH = CH. Значит, треугольник AHC равнобедренный, и (AHL = (CHL. Угол CHK не может равняться углу HAL: он внешний для треугольника AHC. Поэтому (CHK = (AHL, HK = HL. Треугольники CHL и BHK равны по катету и острому углу: (CHL = (AHL = (BHK.
5. < Южный турнир, 2013, лига «Старт» (8 класс) >
В треугольнике ABC проведена биссектриса BL. На сторонах AB и BC выбраны такие точки D и E соответственно, что  биссектрисы углов ADL и CEL параллельны BL. Докажите, что прямая DE перпендикулярна BL.
Доказательство 1:   Пусть К и М – основания биссектрис углов ADL  и CEL соответственно, лежащие на отрезке АС. Тогда  в силу параллельности DK, BL и EM по теореме о пропорциональных отрезках  выполняются соотношения: AD/DB=AK/KL и BE/EC=LM/MC. Но по свойству биссектрисы выполняются соотношения: AD/DL=AK/KL  и LE/EC=LM/MC. Тогда из всех этих соотношений следует, что DB=DL и BE=EL. Т.е. DBEL –  дельтоид, значит, его диагонали перпендикулярны, потому что диагональ DE является серединным перпендикуляром к BL в силу равенств DB=DL и BE=EL, т.е. прямая DE перпендикулярна BL.

Доказательство 2:   Т.к. DK||BL, то (ADK=(ABL как соответственные, но (LDK=(ADK=(ABL и (LDK= (DLB (накрест лежащие), значит, (DBL=(DLB. Аналогично доказываем, что (ЕBL=(ЕLВ. Но BL  – биссектриса, значит, все четыре угла равны: (DLB= (DBL=(ЕBL=(ЕLВ. Тогда треугольники BDL и BEL – равные равнобедренные (по общей стороне BL), т.е. DBEL  – ромб, значит, его диагонали перпендикулярны.

6. < Южный турнир, 2013, лига «Старт» (8 класс) >
В остроугольном треугольнике ABC сторона AB – наименьшая, M и H – точки пересечения медиан и высот соответственно. Докажите, что H лежит внутри треугольника AMB. 
Решение. Пусть АА1, ВВ1 – медианы, АА2, ВВ2 – высоты. Т.к. АВ<АС, то точка В находится в одной полуплоскости с точкой А относительно серединного перпендикуляра к стороне АС, значит, основание высоты В2 расположено между точками А и В1. Аналогично, А2 расположена между точками В и А1. Тогда луч АА2 идёт внутри острого угла ВАА1, а луч ВВ2 идёт внутри острого угла АВВ1. Значит, точка Н пересечения лучей АА2 и ВВ2 (точка пересечения высот) окажется внутри треугольника АВМ, ограниченного лучами АА1, АА2 и прямой АВ.
7. < Всероссийская олимпиада, окружной этап, 1999, 8 класс. problems.ru 108162> 

На сторонах BC, CA и AB треугольника ABC выбраны соответственно точки A1, B1 и C1, причём медианы A1A2, B1B2 и C1C2 треугольника A1B1C1 соответственно параллельны прямым AB, BC и CA. В каком отношении точки A1, B1 и C1 делят стороны треугольника ABC ?
Ответ. 1:2. Решение. Пусть O – точка пересечения медиан треугольника A1B1C1 . Продолжим медианы A1A2 , B1B2 и C1C2 до пересечения с отрезками AC , AB и BC в точках P , Q и R соответственно. Поскольку отрезок OA2 проходит через середину A2 отрезка B1C1 и OA2 || C1Q , то OA2 – средняя линия треугольника B1C1Q . Поэтому O – середина B1Q . Аналогично докажем, что O – середина отрезков A1P и C1R . Значит, A1C1PR – параллелограмм. Поэтому C1P= A1R и C1P || BC . Но тогда CRC1P и BA1PC1 – также параллелограммы (противоположные стороны этих четырёхугольников попарно параллельны). Значит, BA1=C1P, CR = C1P. Следовательно, BA1=A1R=CR и BA1:A1C = 1:2. Аналогично докажем, что CB1:B1A=AC1:C1B=1:2.

8. <Кубок Колмогорова, 2010, бои: а) 1Ю лига (9 класс) б) 1 лига (10 класс)>
а) В выпуклом четырехугольнике ABCD биссектрисы углов B и D пересекают диагональ AC в точках K и L соответственно, AB = CD, AK = CL. Докажите, что эти биссектрисы параллельны.
б) В выпуклом четырёхугольнике ABCD биссектрисы углов B и D параллельны. Биссектриса угла B пересекает диагональ AC в точке K, а биссектриса угла D пересекает её в точке M так, что AK = CM (точки K и M различны). Докажите, что четырёхугольник ABCD — параллелограмм.
Решения. а) По свойству биссектрисы  . Но знаменатели равны, поэтому равны и числители: AD = BC. Значит, ABCD — параллелограмм, он симметричен относительно середины диагонали AC, поэтому переходящие друг в друга биссектрисы BK и DL параллельны.
б). Пусть BK > DM. Продлим отрезок MD за точку D так, чтобы полученный отрезок ME был равен BK. Тогда треугольники BKC и MAE равны по двум сторонам и углу между ними. Поэтому KBC = AEM, BC = AE и аналогично KBA = CEM, AB = CE. Значит, ABCE параллелограмм. Если точки D и E не совпадают, то треугольники AED и CED равны по стороне и двум углам. Тогда треугольник ACD равнобедренный и M — середина стороны AC. Но тогда точка K должна совпадать с точкой M, что противоречит условию.
9. <Многоборье, 2012, командная олимпиада, 8-9 класс>

Бумажный треугольник со сторонами a, b, c перегнули по прямой так, что вершина, противолежащая стороне длины c, попала на эту сторону. Известно, что в получившемся четырехугольнике равны два угла, примыкающих к линии сгиба. Найдите длины отрезков, на которые делит сторону c попавшая туда вершина.

Ответ: 
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. Решение. Пусть KL – линия сгиба, C – упомянутая вершина, C( – её положение после перегиба. Отрезок CC( составлен из высот равных треугольников KCL и KC(L. Углы CKL и CLK равны как смежные к равным углам четырехугольника, значит, треугольник KCL –равнобедренный. Поэтому CC( –биссектриса угла C, и делит сторону c на указанные в ответе отрезки, пропорциональные двум другим сторонам.

10. <Кубок Колмогорова, 2011, тур 1, 1 юниорская лига (9 класс)>
В прямоугольный треугольник вписали квадрат со стороной 15, две вершины попали на гипотенузу. Исходный треугольник разбился на квадрат и три меньших треугольника. Периметр одного из меньших треугольников такой же, как у квадрата. Найдите периметр исходного треугольника.
Ответ: 111. Решение. Пусть в треугольник ABC вписан квадрат KLMN, у которого вершины K и N лежат на гипотенузе AC. В маленьком треугольнике, периметр которого равен периметру квадрата, одна из сторон есть сторона квадрата, поэтому сумма двух сторон равна утроенной стороне квадрата. Это не может быть треугольник BLM, где удвоенная гипотенуза LM больше суммы катетов. Поэтому с точностью до выбора обозначений можно считать, что это треугольник ALK. Пусть AK = b, AL = c. По условию b+c = 45. По теореме Пифагора (45–b)2 = c2 = b2+152. Из полученного уравнения находим, что b = 20, а с = 25. Далее, используя подобие треугольников LBM и MNC треугольнику AKL, находим, что LB = 12, BM = 9, NC = 45/4, MC = 75/4. Складывая найденные длины отрезков AL, LB, BM, MC, CN и AK с длиной KN = 15, получаем ответ.
11. <Летний турнир им. Савина, (8-9 класс), 2011 г.> 
Постройте с помощью циркуля и линейки треугольник ABC по стороне AB и углам CBM и CAM, где M – точка пересечения медиан. 
Решение. Пусть  AB = c,  CBM =   и  CAM = .  Построим на прямой три отрезка
LC = CK = KN = c.  Построим по одну сторону этой прямой гмт, из которых отрезок KN виден под углом , и гмт, из которых отрезок CL виден под углом . Пусть эти дуги пересеклись в точке B. Достроим треугольник CKB до параллелограмма CKBA. Докажем, что ABC – искомый треугольник. Так как отрезок AB равен и параллелен отрезкам LC и KN, то ABCL и ABNK – параллелограммы. Диагонали параллелограмма в точке пересечения делятся пополам, поэтому медианы треугольника ABC лежат на прямых BL и AK. Пусть M – их точка пересечения.  CBM =   по построению, а  CAM = KBN =   – как углы с параллельными сторонами.
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12. < Устная олимпиада по геометрии, 2011 г., 10-11 классы;  http://olympiads.mccme.ru/ustn/usl11ge.htm
Докажите, что любой жесткий плоский треугольник T площади меньше 4 можно просунуть сквозь треугольную дырку Q площади 3. 
Решение.  Пусть в треугольнике площади S стороны a≤b≤c, а наименьшая высота равна h (ясно, что она опущена на сторону c). Тогда выполнены неравенства 
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 (**). Действительно, наименьший угол треугольника A≤60 лежит против стороны a, поэтому площадь [image: image6.png]


.  Умножив обе части (*) на h2 и воспользовавшись равенством S=hc/2, получим [image: image7.png]S<7«/’ 573



 , что равносильно (**). 

Если теперь h – наименьшая высота в треугольнике T площади S<4, то ввиду (**) h2<4(3. А если c – наибольшая сторона в треугольнике Q площади  S=3, то по (*) c2(4(3 . Итак, h<c. Тогда, очевидно, в треугольнике Q можно провести отрезок m длины h, не имеющий общих точек с контуром (для придир: отступим от концов стороны c на (c–h)/2, восставим из этих точек перпендикуляры внутрь треугольника и ниже точек пересечения перпендикуляров с контуром соединим их отрезком, параллельным стороне c). Развернем T так, чтобы его плоскость была перпендикулярна плоскости Q, а высота h была параллельна Q и проектировалась на m. Тогда проекция T тоже совпадет с m, и двигая T вдоль перпендикуляров к Q, мы протащим его сквозь дыру. 
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