Л. Медников

Путь хромой ладьи

В нашей статье разбираются три задачи, связанные с движением хромой ладьи по клетчатой плоскости (хромой мы называем ладью, которой при каждом ходе разрешается сдвинуться только на одну клетку) и предлагавшиеся на Международном математическом Турнире Городов (далее ТГ). Вероятно, авторские решения этих задач не имели между собой ничего общего. Мы же (рассматривая наряду с авторскими и альтернативные решения) постараемся увидеть некоторое их “взаимопроникновение”. Кроме того, обсуждаются некоторые идеи, которые могут оказаться полезными при решении подобных задач. Предполагается, что читатель хорошо знаком с идеями четности и раскраски, которые стали уже классическими. Теперь сформулируем обещанные задачи.

Задача 1. (Р. Садыков, А. Шаповалов; 20-й ТГ). Хромая ладья за 64 хода обошла все клетки шахматной доски и вернулась на исходную клетку. Докажите, что число ходов по вертикали не равно числу ходов по горизонтали.

Задача 2. (А. Шаповалов; 19-й ТГ). Имеется кубик с гранью, равной клетке шахматной доски. Его ставят на одну из клеток этой доски и катят по доске так, чтобы кубик побывал на каждой клетке ровно по разу. Можно ли так раскрасить грани кубика в белый и черный цвет и так прокатить его по доске, чтобы каждый раз цвета клетки и соприкоснувшейся с ней грани совпадали?

Задача 3. (А. Шаповалов, М. Шаповалов; 21-й ТГ). На большой шахматной доске отметили 2n клеток так, что хромая ладья может ходить по всем отмеченным клеткам. Докажите, что фигуру из отмеченных клеток можно разделить на n прямоугольников.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Рис. 1.


Все остальные сформулированные в статье задачи предлагаются читателям для самостоятельного решения.

1. Гамбит четырех углов.

Договоримся о терминологии. Вместо “большой шахматной доски” (см. задачу 3) проще рассматривать бесконечную клетчатую (разбитую на единичные квадраты вертикальными и горизонтальными линиями сетки) плоскость. Клетчатым многоугольником мы будем называть (вообще говоря, невыпуклый) многоугольник, составленный из “целых” клеток (рис. 1). Шахматная доска – клетчатый квадрат 8(8. Клетчатой фигурой (в отличие от многоугольника) будем называть любой конечный набор клеток. Фигура называется связной, если хромая ладья может пройти по всем ее клеткам.

Будем считать ладью точкой, которая за ход перемещается из центра клетки в центр соседней клетки по соединяющему их отрезку. Тогда путь хромой ладьи представляет собой ломаную линию, длина которой – натуральное число, а углы между звеньями равны 90(. Наряду с основной сеткой, по клеткам которой двигается ладья, часто будет удобно рассматривать сопряженную сетку, которая получается из основной сдвигом по вертикали и горизонтали на 

. На сопряженной сетке ладья двигается по линиям сетки, “останавливаясь” в узлах.

Ясно, что внутренние углы клетчатого многоугольника равны 90( или 270(.

Лемма 1. Если у многоугольника все углы равны 90( или 270(, то первых на 4 больше, чем вторых.

Доказательство. Пусть количество первых углов равно k, а вторых – l. Так как сумма внешних углов любого многоугольника равна 360(, то  90k – 90l = 360  (внутреннему углу в 270( соответствует внешний угол в  –90(),  т.е.  k – l = 4.




Лемма 2. Пусть хромая ладья обошла несколько клеток, побывав в каждой по одному разу, и вернулась в исходную клетку. Тогда площадь области, ограниченной путем ладьи, вычисляется по формуле:  S = N + 

 – 1,  где N – количество целых клеток, находящихся внутри этой области, а P – количество клеток, в которых ладья побывала (длина ее пути).

Доказательство. Очевидно, наша область – многоугольник, удов​летворяющий условиям леммы 1. Помимо N клеток, находящихся внутри области (клетка a на рис. 2), мы должны учесть попавшую внутрь области часть площади P клеток, по которым ладья прошла. Каждая из этих клеток пересекает область либо по прямоугольнику площади 

 (например, клетка b), либо по квадратику площади 

 (клетка c, таких клеток k, так как каждая из них соответствует углу в 90(), либо по уголку площади 

 (клетка d, таких клеток l). Таким образом,
S = N + 

 + 

 + 

 = N + 

 – 

 = N + 

 – 1.

Задача 4. Клетчатая плоскость раскрашена в “шахматном порядке”. Хромая ладья вышла из черной клетки, обошла несколько клеток, побывав в каждой по одному разу, и вернулась в исходную клетку. Известно, что она поворачивала только в черных клетках. Докажите, что количество целых клеток, заключенных внутри области, ограниченной путем ладьи, нечетно.

На сопряженной сетке лемма 2 превращается в следующее утверждение.
Лемма 2(. Площадь клетчатого многоугольника равна  N + 

 – 1,  где N – количество узлов сетки, находящихся внутри этого многоугольника, а P – количество узлов, находящихся на его границе (т.е. его периметр).
Замечание для знатоков. Полученный результат – известная формула Пика, которая верна для произвольного многоугольника, вершины которого лежат в узлах клетчатой сетки. Наше доказательство, конечно, для общего случая не годится. Однако оно интересно тем, что выявляет связь слагаемого  – 1 в формуле Пика с теоремой о сумме внешних углов многоугольника.

Первое решение задачи 1. Рассмотрим область D, ограниченную путем ладьи. По лемме 2 ее площадь равна 31 (целых клеток D не содержит, а длина пути равна 64).

Вертикальные прямые сопряженной сетки разрезают область D на прямоугольники ширины 1. Каждый из них ограничен сверху и снизу горизонтальными отрезками-ходами. Площадь каждого прямоугольника – целое число, причем оно нечетно тогда и только тогда, когда ограничивающие его горизонтальные ходы находятся в горизонталях разной четности (например, если они в третьей и шестой горизонталях, то площадь равна 3).
Поскольку площадь S нечетна, количество прямоугольников нечетной площади нечетно. Значит, нечетно и количество n ходов, сделанных в нечетных горизонталях. Действительно, такие ходы “входят” по одному в прямоугольники нечетной площади и по два в некоторые прямоугольники четной площади.

Рассмотрим “полосатую” раскраску шахматной доски: четные горизонтали раскрасим в черный цвет, а нечетные – в белый. Всего из 32 белых клеток сделано 32 хода. При этом n из них (горизонтальных) сделаны снова на белые поля, а  32 – n  (вертикальных) – с белых полей на черные. Но ладья после обхода доски вернулась на поле того же цвета, поэтому количество ходов с черных полей на белые равно количеству ходов с белых полей на черные. Таким образом, количество всех вертикальных ходов равно  64 – 2n,  а количество горизонтальных ходов равно 2n и, следовательно, не может равняться 32 (поскольку n нечетно).

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	Рис. 3.


Замечание для знатоков. Идея этого решения связана с другой известной формулой для площади:  S = –

.  Для клетчатого многоугольника четность этого интеграла, очевидно, совпадает с четностью длины той части его границы, которая проходит по нечетным горизонталям (где ордината y нечетна).

Задача 5. Для каких  а) квадратных;  б) прямоугольных досок верно утверждение задачи 1 ?

Из рис. 3 (после перехода к сопряженной сетке) видно, что для доски размера 6(6 утверждение задачи 1 неверно.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Рис. 4.


Лемма 3. В клетчатом многоугольнике вырезали k дырок. Каждая дырка – тоже клетчатый многоугольник, границы дырок и исходного многоугольника не имеют общих точек (рис. 4). Тогда площадь получившейся фигуры равна  N + 

 + k – 1,  где N – количество узлов сетки, находящихся внутри фигуры, а P – количество узлов на ее границе (периметр фигуры).
Первое доказательство. Перейдем к сопряженной решетке и повторим рассуждение из леммы 2. При этом площадь каемки, составленной из неполных клеток, примыкающих к границе исходного многоугольника изнутри, как и прежде, равна половине длины этой границы минус 1; а площадь каемки, составленной из неполных клеток, примыкающих к дырке снаружи, равна, как легко видеть, половине длины границы дырки плюс 1.

Второе доказательство. Вычтем из площади исходного многоугольника площади всех дырок:
S = S0 – ( Si = N0 + 

 – 1 – ( (Ni + 

 – 1) = (N0 – ( (Ni + Pi)) + 

 – 1 + k.
Осталось заметить, что  N0 – ( (Ni + Pi) = N,  P0 – ( Pi = P.

Задача 6. Сформулируйте и докажите аналогичное утверждение для “дырчатых” многоугольников с вершинами в узлах сетки.

2. Индукционная связность.

Лемма 4. Из связной клетчатой фигуры можно выбросить клетку без нарушения связности.

Доказательство. Расстоянием между двумя клетками фигуры назовем наименьшее число ходов, за которое хромая ладья может попасть из первой во вторую (не выходя за пределы фигуры). Зафиксируем некоторую клетку O фигуры и рассмотрим самую “далекую” от нее клетку A. После удаления клетки A фигура останется связной. Действительно, кратчайший путь ладьи из любой клетки B фигуры в клетку O не проходит через клетку A (расстояние от B до O не больше, чем расстояние от A до O). Таким образом, ладья может попасть из B в O, а из нее в любую другую клетку, минуя клетку A.
Лемма 5. Связная фигура из n клеток содержит внутри себя не менее  n – 1  единичных отрезков сетки.

Доказательство. Удалим из фигуры клетку с сохранением связности. При этом несколько (по крайней мере один) внутренних отрезков сетки (те, по которым выброшенная клетка “соединялась” с фигурой) станет граничным. Поскольку эту операцию можно повторить  n – 1  раз (пока не останется одна клетка), количество внутренних отрезков не меньше  n – 1.

Замечание для знатоков. Леммы 4 и 5 – частные случаи известных утверждений из теории графов.
Следствие. Периметр связной фигуры из n клеток не превосходит  2n + 2.
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Рис. 5.


Доказательство. Пусть q – количество внутренних отрезков сетки. Тогда  P = 4n – 2q ( 4n – 2(n – 1).
Замечание. Если фигура представляет собой “дырчатый” многоугольник, то доказываемое неравенство сразу следует из леммы 3. Но фигура может быть и более сложной (рис. 5). Правда, первое доказательство леммы 3 проходит и для такой фигуры, если считать, что на ней изображен “псевдомногоугольник” с двумя “псевдодырками”. Читатель может попытаться доказать, что любая связная фигура имеет такой вид.
Первое решение задачи 3. Периметр рассматриваемой фигуры не превосходит  4n + 2.  “Горизонтальная” и “вертикальная” часть периметра, очевидно, четны, поэтому одна из них (пусть горизонтальная) не больше чем 2n. Тогда вертикальные линии сетки разрезают фигуру не более чем на n прямоугольников ширины 1 (на каждый прямоугольник уходит два единичных отрезка из “горизонтального” периметра).

Если этих прямоугольников меньше чем n, то разрежем один из них на два. Так будем действовать, пока прямоугольников не станет ровно n.

Второе решение задачи 3. Назовем узким клетчатый прямоугольник, у которого одно из измерений равно 1. Индукцией по n будем доказывать, что связную фигуру из 2n клеток можно разрезать на n узких прямоугольников.

При  n = 1  утверждение очевидно. Предположим, что оно верно для всех  n < m,  и рассмотрим фигуру из 2m клеток.
Зафиксируем в ней клетку O и запишем в каждой клетке фигуры число, равное расстоянию от нее до O. Пусть максимальное из записанных чисел равно k. Возьмем какую-либо клетку A, в которой записано k. Рядом с ней, очевидно, должна находиться клетка B с числом  k – 1  (рис. 6).
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  Рис. 8.
Вырежем из фигуры прямоугольник, составленный из клеток A и B. Если оставшаяся часть фигуры связна, то по предположению ее можно разрезать на  m – 1  узких прямоугольников. Тем самым, исходная фигура разрезана на m узких прямоугольников.

Рассмотрим случай, когда оставшаяся часть несвязна. Это означает, что рядом с клеткой B (вырезание клетки A по на связность не влияет) находится клетка C, куда из O можно попасть только через B. Очевидно, в клетке C также написано число k, а три соседние с C клетки в нашу фигуру не входят. Можно считать, что три соседние с A клетки также в фигуру не входят (иначе можно вырезать клетки B и C). На рис. 7 и 8 эти клетки обозначены крестиками.Разберем два случая расположения клетки C.
1) Клетка C имеет общую вершину с A (рис. 7). Временно удалим клетки A и C. Оставшуюся часть (она связна) можно разрезать на  m – 1  узких прямоугольников. Если прямоугольник, содержащий клетку B, “горизонтален” (как на рис. 7), присоединим к нему клетку C. Клетка A образует m-й прямоугольник. Если же прямоугольник, содержащий B, “вертикален”, присоединим к нему клетку A.

2) Клетка C “противоположна” A (рис. 8). В одной из оставшихся двух соседних с B клеток (D) должно быть написано число  k – 2.  Можно считать, что в другой соседней клетке E написано число, меньшее k, либо эта клетка не принадлежит фигуре (случай, когда в E написано k, уже разобран). Вырежем из исходной фигуры прямоугольник, составленный из клеток A, B, C, и клетку D. Легко видеть, что оставшаяся часть связна, поэтому ее можно разрезать на  m – 2  узких прямоугольников.

Задача 7. Докажите, что при указанном способе “нумерации” клеток связной фигуры в любых двух соседних клетках стоят числа, отличающиеся на 1.



3. Графы в лабиринте.

Назовем разворотом фрагмент пути ладьи, изображенный на рис. 9.

Лемма 7. а) Если хромая ладья обойдет все клетки некоторого неузкого клетчатого прямоугольника, побывав в каждой ровно по одному разу, то она обязательно сделает разворот.




б) Если ладья обойдет все клетки некоторого клетчатого многоугольника, побывав в каждой ровно по одному разу, и вернется в исходную клетку, то у многоугольника, ограниченного путем ладьи, два внутренних угла, соответствующих одному из разворотов равны 90( (разворот “направлен” наружу).

Доказательство. а) Рассмотрим путь ладьи как стену некоторого лаби​ринта. Дорожки в этом лабиринте идут по тем границам клеток прямо​угольника, которые не находятся на его границе и не пересечены путем ладьи. На рис. 10 дорожки – жирные линии, а стены – очень жирные.

Так как стены образуют незамкнутую ломаную, в лабиринт есть вход – дорожка, ведущая от границы прямоугольника внутрь. Пойдем по этой дорожке. Дойдя до перекрестка, будем поворачивать в любую сторону, но не назад. Поскольку число перекрестков конечно, через некоторое время произойдет одно из трех событий:

1) мы вернемся на перекресток, где уже были (зациклимся);  2) мы выйдем из лабиринта;  3) мы уткнемся в тупик – попадем на перекресток, в который ведет только один путь – тот, по которому мы пришли. Разберем все случаи:

1) Дорожки содержат замкнутую линию, которая разрезает прямоугольник на две части. В обеих частях есть куски стены, но при этом стена не пересекает наш путь. Это невозможно, так как стена – одна линия. Таким образом, этот случай отпадает.

2) Наш путь соединил две точки границы прямоугольника и также разрезал его на две части. Это невозможно по тем же причинам, что и в случае 1).

3) Наличие тупика означает, что все три выхода из него перегораживает стена. Эти три участка стены и образуют разворот (см. рис. 10).




Замечание для знатоков. Легко увидеть в нашем рассуждении известные идеи из теории графов: компоненты связности графа, составленного из дорожек лабиринта, являются деревьями; дерево имеет по крайней мере две висячие вершины. Одна из них может быть входом, но вторая – обязательно тупик.

б) Построим лабиринт так же, как в пункте а). Встанем в узел сетки, нахо​дящийся внутри многоугольника, ограниченного путем ладьи. Если из него нет выхода, многоугольник представляет собой квадрат 2(2 (рис. 11) В про​тивном случае пойдем по дорожкам, пока не дойдем до тупика.
Задача 7. Для каких связных клетчатых фигур справедливо утверждение леммы 7 а) ?
Второе решение задачи 1. Предположим противное: ладье удалось обойти доску, сделав 32 горизонтальных и 32 вертикальных хода. Согласно лемме 7 б), на ее пути имеется направленный наружу разворот (рис. 9).




Закроем среднюю часть разворота доминошкой (прямоугольник размера 1(2). При этом в пути ладьи образуется разрыв, который можно устранить, “связав” оборванные звенья (рис. 12). При этом длина пути уменьшится на 2, причем, если на доске появилась вертикальная доминошка (как на рис. 12), то стало меньше на два горизонтальных хода и наоборот. На новой ломаной снова есть разворот. Поступим с ним аналогично. Описанную процедуру можно повторять до тех пор, пока ломаная не превратится в единичный квадрат (рис. 11). Так как стало меньше на 30 вертикальных и 30 горизонтальных ходов, то на доске появилось 15 горизонтальных и 15 вертикальных доминошек. Оставшийся квадрат закроем двумя вертикальными доминошками. В результате мы получим разбиение доски на доминошки, в котором вертикальных доминошек нечетное число.

Но такое разбиение невозможно. Действительно, рассмотрим “полосатую” раскраску доски (см. первое решение). Каждая горизонтальная доминошка закрывает четное число черных клеток (ноль или две), а каждая вертикальная – нечетное (одну). А так как количество черных клеток четно (32), то при любом разбиении доски количество вертикальных доминошек четно. Противоречие.
Задача 8. Хромая ладья обошла все клетки шахматной доски, побывав в каждой ровно по одному разу. Какое наименьшее количество поворотов она могла сделать?

Первое решение задачи 2. Предположим, что нам удалось прокатить кубик в соответствии с условием задачи. Пройдем в том же порядке по доске ладьей. Согласно лемме
7 а), на ее пути есть разворот. Но кубик не мог пройти разворот: как легко видеть, на начальной клетке разворота кубик стоит на той же грани, что и на конечной. Но эти клетки – разного цвета. Противоречие. 

Задача 9. (А. Шаповалов; Всероссийская математическая олимпиада, 1997 г.) В прямоугольную коробку размера m(n (m и n нечетны) в один слой уложены доминошки так, что остался не покрыт только квадрат 1(1 (дырка) в углу коробки. Доминошки разрешается сдвигать на одну клетку, закрывая дырку (при этом открывается новая дырка). Докажите, что можно перегнать дырку в любой другой угол.
Задача 10. (А. Шаповалов; 2-й турнир “Кубок памяти Колмогорова”). На какое наименьшее число связных фигур можно разбить доску 100(100 так, чтобы каждая клетка доски граничила (по стороне) с клетками по крайней мере из двух фигур.
Задача 11. Клетки прямоугольника в произвольном порядке раскрашены в черный и белый цвета. Докажите, что верно ровно одно из следующих утверждений:

1) хромая ладья может пройти по черным клеткам с левой вертикали на правую;

2) шахматный король может пройти по белым клеткам с верхней горизонтали на нижнюю.
www.ashap.info/Zadachi/
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