
Âïèñàííûå çàöåïëåíèÿ (Òåîðèÿ �àìñåÿ äëÿ çàöåïëåíèé)Ì. Ñêîïåíêîâ, Î. Ñêðÿáèí è À. ØàïîâàëîâÊîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ. Ñòåðåîìåòðèÿ. Òåîðèÿ ãðà�îâ.Ââåäåíèå.Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè.Âïèñàííûå óçëû è çàöåïëåíèÿ.Çàöåïëåííûå ÷åòûðåõçâåííûå ëîìàíûå*.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íåãàìè äëÿ òðèëèñòíèêà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íåãàìè*.Ëèòåðàòóðà.�åøåíèÿ çàäà÷ âíóòðè îñíîâíîãî òåêñòà äîñòóïíû øêîëüíèêàì äî ïîëó÷åíèÿ çà÷åòà, à ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçäåëîâ�Îñíîâíûå çàäà÷è� âûäàþòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ çà÷åòà.Ââåäåíèå.Ïåðâîå çàíÿòèå ïîñâÿùåíî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû:Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà Êîíâåÿ��îðäîíà�Çàêñà, 1981) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíû 6 òî÷åê, íèêàêèå 4 èç êîòîðûõ íåëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà íàéäóòñÿ äâà çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.Ïîñëåäóþùèå çàíÿòèÿ ïîñâÿùåíû åå îáîáùåíèþ íà ïðîèçâîëüíûå çàöåïëåíèÿ (îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû äàíûíèæå). Ïåðâûå 4 çàíÿòèÿ ïî÷òè íå èñïîëüçóþò äðóã äðóãà, ïîýòîìó ìîæíî íà÷èíàòü ðåøàòü êàê ñ ïóíêòà 1.1, òàêè ñ ïóíêòîâ 2.1, 1'.1, 2'.1. Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè1.1 Â ëþáîé êîìïàíèè èç 6-òè ÷åëîâåê íàéäóòñÿ ëèáî òðîå ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.1.2 Íà ïëîñêîñòè äàíû 5 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâàîòðåçêà ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå.Îïðåäåëåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ â îáùåì ïî-ëîæåíèè, åñëè íèêàêèå 4 òî÷êè èç ýòîãî íàáîðà íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.Ïðèìåð 1. (�èñ. 1) �àññìîòðèì â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Íàáîð òî÷åê A1, A2,
A3, A4, A5, A6, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷íîñòè íàä åãî âåðøèíàìè íà âûñîòàõ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ñîîòâåñòâåííî, íàõîäèòñÿâ îáùåì ïîëîæåíèè.A6A5A4 A3 A2 A1� � � ��� A6A5A4A3 A2 A1� �

����
�èñ. 1.Ïðèìåð 2. Òî÷êè (t; t2; t3) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ãäå t ∈ {1; 2; 3; 4; 5; 6}, íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè(ïðåäëàãàåì ïðîâåðèòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).Îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà çàöåïëåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ. Ïóñòü ∆, ∆′ � äâà òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå,øåñòü âåðøèí êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè òðåóãîëüíèêè çàöåïëåíû, åñëè êîí-òóð òðåóãîëüíèêà ∆ ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü òðåóãîëüíèêà ∆′ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Êîý��èöèåíòîì çàöåïëåíèÿýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íàçîâåì ÷èñëî

lk(∆, ∆′) = 1, åñëè ∆ è ∆′ çàöåïëåíû, lk(∆, ∆′) = 0, � èíà÷å.Ïðèìåð 3. Òðåóãîëüíèêè A1A3A5 è A2A4A6 èç ïðèìåðà 1 çàöåïëåíû.1.3 Åñëè êîíòóð îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ∆ è ∆′ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ, â êîòîðîé ëåæèò äðóãîé òðå-óãîëüíèê, òî lk(∆, ∆′) = 0.Îïðåäåëåíèå çàöåïëåííûõ ïàð òî÷åê. Ïóñòü íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé îòìå÷åíî 2 êðàñíûõ è 2 ñèíèõ òî÷êè(òî÷êè ïîïàðíî ðàçëè÷íû). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè ïàðû çàöåïëåíû, åñëè îíè ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé â ïîðÿäêå(êðàñíàÿ, ñèíÿÿ, êðàñíàÿ, ñèíÿÿ) èëè (ñèíÿÿ, êðàñíàÿ, ñèíÿÿ, êðàñíàÿ), ñ÷èòàÿ ñïðàâà.1.4 Òðåóãîëüíèêè ∆ è ∆′ çàöåïëåíû ⇔ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå 3 óñëîâèÿ:1) ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêîâ ∆ è ∆′ ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ïðÿìîé l;2) êàæäîå èç ìíîæåñòâ ∆∩ l è ∆′ ∩ l ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê (çäåñü è äàëåå ∆ è ∆′ îáîçíà÷àþò êîíòóðû òðåóãîëü-íèêîâ);3) ïàðû òî÷åê ∆ ∩ l è ∆′ ∩ l çàöåïëåíû íà ïðÿìîé l.1.5 lk(∆, ∆′) = lk(∆′, ∆). 1



1.6 lk(∆, ∆′) = const, åñëè âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ ∆ è ∆′ äâèæóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, îñòàâàÿñü â îáùåì ïîëî-æåíèè.1.7 Ïóñòü òî÷êà A1 èç ïðèìåðà 1 äâèæåòñÿ ââåðõ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïîñòðîéòå ãðà�èê çàâèñèìîñòè
lk(A1A3A5, A2A4A6) îò âðåìåíè.Îïðåäåëåíèå çàöåïëåííîñòè øåñòåðêè òî÷åê. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíû 6 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Íàçî-âåì ðàçäåëåííîé ïàðîé äâà òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ, íå èìåþùèå îáùèõ âåðøèí. Çàöåïëåííîñòüþäàííîé øåñòåðêè òî÷åê íàçîâåì êîëè÷åñòâî çàöåïëåííûõ ðàçäåëåííûõ ïàð.Çàìå÷àíèå. Çàöåïëåííîñòü øåñòåðêè òî÷åê ðàâíà

∑
lk(∆, ∆′),ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçäåëåííûì ïàðàì (∆, ∆′).Òåñòîâûå âîïðîñû.Âîïðîñ 1. �àññìîòðèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, ëåæàùèé íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîâåðíåì åãîíà óãîë φ âîêðóã öåíòðà è ïîäíèìåì íàä ïëîñêîñòüþ. Îáîçíà÷èì A′B′C′ ïîëó÷åííûé òðåóãîëüíèê (ïëîñêîñòè ABCè A′B′C′ ïàðàëëåëüíû). Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ φ øåñòü òî÷åê A, B, C, A′, B′ è C′ íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè?a) ïðè ëþáûõ φ;b) ïðè ëþáûõ φ, êðîìå φ = 2πk/3, ãäå k � öåëîå;
) ïðè ëþáûõ φ, êðîìå φ = πk/3, ãäå k � öåëîå;d) íè ïðè êàêèõ φ.Âîïðîñ 2. Òðåáóåòñÿ òàê ïîêðàñèòü òðè âåðøèíû îêòàýäðà â áåëûé öâåò, à òðè äðóãèå � â ÷åðíûé, ÷òîáû ïîñëåíåáîëüøîãî �øåâåëåíèÿ� ýòèõ âåðøèí ìîæíî áûëî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â áåëûõ òî÷êàõáûë çàöåïëåí ñ òðåóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè â ÷åðíûõ òî÷êàõ. Âûáåðèòå âñå ñïîñîáû ðàñêðàñêè âåðøèí íà ðèñ. Aa), b), 
), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óñëîâèþ.

a b 
�èñ. A.Âîïðîñ 3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çàöåïëåííûõ ðàçäåëåííûõ ïàð äëÿ 6-êè òî÷åê èç ïðèìåðà 1?a) 0; b) 1; 
) 2. Îñíîâíûå çàäà÷è.1.8 Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòíîñòü çàöåïëåííîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà øåñòåðêè òî÷åê.1.9 Ïðèâåäèòå ïðèìåð øåñòåðêè òî÷åê, çàöåïëåííîñòü êîòîðîé ðàâíà 1.1.10 Äîêàæèòå òåîðåìó 1. Âïèñàííûå óçëû è çàöåïëåíèÿÎñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Óçåë ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê âåðåâêó, êîíöû êîòîðîé ñîåäèíåíû. Âåðåâêó áóäåìñ÷èòàòü ýëàñòè÷íîé, è óçëû, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà äå�îðìàöèåé âåðåâêè, ðàçëè÷àòü íå áóäåì.Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ óçëîâ: òðèâèàëüíûé K, ïðàâûé è ëåâûé òðèëèñòíèêè T , âîñüìåðêà E (ðèñ. 2).
K Tï Të E�èñ. 2.Åñëè âçÿòü íå îäíó âåðåâêó, à íåñêîëüêî, è ó êàæäîé èç íèõ ñîåäèíèòü êîíöû, òî ïîëó÷èì çàöåïëåíèå.Ïðèìåðû ðàçëè÷íûõ çàöåïëåíèé: çàöåïëåíèå Õîï�à H (èëè ïðîñòîå çàöåïëåíèå), äâîéíîå çàöåïëåíèå D, çàöåï-ëåíèå Óàéòõåäà W , êîëüöà Áîððîìåî B (ðèñ. 3).
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H D W B�èñ. 3.2.1 Â êàêèå èç óçëîâ è çàöåïëåíèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 2 è 3, ìîæíî ïðîäå�îðìèðîâàòü óçëû è çàöåïëåíèÿíà ðèñ. 4?
à á â ã ä å�èñ. 4.Îïðåäåëåíèå âïèñàííîãî óçëà è çàöåïëåíèÿ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê è óçåë.Åñëè âåðåâêó ïðîäå�îðìèðîâàòü â ëîìàíóþ, âñå âåðøèíû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò äàííîìó ìíîæåñòâó, òî ïîëó÷èòñÿóçåë, âïèñàííûé â äàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê. (Ïðè ýòîì ÷àñòü òî÷åê ìíîæåñòâà ìîæåò îñòàòüñÿ íåçàäåéñòâîâàííîé).Áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ëîìàíàÿ ïðåäñòàâëÿåò äàííûé óçåë. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âïèñàííîåçàöåïëåíèå.Çàìå÷àíèå. Åñëè êàæäóþ òî÷êó ìíîæåñòâà ñîåäèíèòü ïðÿìîëèíåéíûì îòðåçêîì ñ êàæäîé èç îñòàëüíûõ òî÷åê,òî âïèñàííûé óçåë ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïîëó÷åííîé �èãóðû.Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà Íåãàìè, 1991) Äëÿ ëþáîãî óçëà íàéäåòñÿ ÷èñëî N òàêîå, ÷òî â ëþáîå ìíîæåñòâî N òî÷åê âïðîñòðàíñòâå, íèêàêèå 4 èç êîòîðûõ íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ìîæíî âïèñàòü äàííûé óçåë.(Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü ýòó òåîðåìó äëÿ òðèëèñòíèêà. Óêàçàíèÿ, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ ýòîé òåîðåìîé îòêðûòûåâîïðîñû áóäóò äàíû â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ äàííîãî öèêëà çàäà÷.)Òåñòîâûå âîïðîñû.Âîïðîñ 1. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê â íàáîðå, â êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü ïðîñòîå çàöåïëåíèå?a) 6; b) 8; 
) 9; d) 10; e) 12; f) áåñêîíå÷íî ìíîãî.Âîïðîñ 2. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê â íàáîðå, â êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü êîëüöà Áîððîìåî?a) 6; b) 8; 
) 9; d) 10; e) 12; f) áåñêîíå÷íî ìíîãî.Âîïðîñ 3. Êàêîé óçåë ïðåäñòàâëÿåò ëîìàíàÿ, âïèñàííàÿ â ìíîæåñòâî èç 5 òî÷åê, ïðîåêöèÿ êîòîðîé èçîáðàæåíàíà �èñ. B?a) Ê; b) Òï; 
) Òë ; d) Å; e) òàêîé ëîìàíîé íå ñóùåñòâóåò.
�èñ. B.Âîïðîñ 4. Íàéäèòå êîý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðîñòîå çàöåïëåíèå (ñì.îïðåäåëåíèå â çàíÿòèè �Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè�).a) 0; b) 1; 
) çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ.Âîïðîñ 5. Íàéäèòå êîý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ äâóõ èç òðåõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîëüöà Áîððîìåî(ñì. îïðåäåëåíèå â çàíÿòèè �Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè�).a) 0; b) 1; 
) çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ.Îñíîâíûå çàäà÷è.2.2 Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé óçåë, âïèñàííûé â íàáîð èç ≤ 5 òî÷åê, òðèâèàëåí.2.3 Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê â íàáîðå, â êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü: à) ïðîñòîå çàöåïëåíèå; á) êîëüöàÁîððîìåî; â) òðèëèñòíèê; ã) äâîéíîå çàöåïëåíèå; ä) âîñüìåðêó; å) çàöåïëåíèå Óàéòõåäà?(Äîêàçàòåëüñòâà ìèíèìàëüíîñòè ìû íå òðåáóåì).2.4 Íàéäèòå êîý��èöèåíòû çàöåïëåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå â çàíÿòèè �Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè�):3



à) äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðîñòîå çàöåïëåíèå;á) äâóõ èç òðåõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîëüöà Áîððîìåî.2.5 Ïóñòü äàíû äâà òðåóãîëüíèêà â ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèè íèêàêèõ 3 èç èõ 6 âåðøèí íàíåêîòîðóþ ïëîñêîñòü íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Áóäåì ñ÷èòàòü ðàññìàòðèâàåìóþ ïëîñêîñòü ðàñïîëîæåííîé ãîðè-çîíòàëüíî. Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå ïðîåêöèè òðåóãîëüíèêîâ è â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèé (ïåðåêðåñòêå)óêàæåì, ñòîðîíà êàêîãî òðåóãîëüíèêà ïðîõîäèò âûøå (ðèñ. 1). Äîêàæèòå, ÷òî êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ðàâåí ÷åò-íîñòè ÷èñëà ïåðåêðåñòêîâ, â êîòîðûõ ñòîðîíà ïåðâîãî òðåóãîëüíèêà ïðîõîäèò âûøå ñòîðîíû âòîðîãî.Çàöåïëåííûå ÷åòûðåõçâåííûå ëîìàíûå*Òåîðåìà 1'. (Òåîðåìà Çàêñà, 1981) Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíû 4 êðàñíûå è 4 ñèíèå òî÷êè, ïðè÷åì íèêàêèå äâàîòðåçêà ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Òîãäà íàéäóòñÿ äâå çàöåïëåííûå çàìêíóòûå÷åòûðåõçâåííûå ëîìàíûå ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ, çâåíüÿ êîòîðûõ ñîåäèíÿþò òî÷êè ðàçíûõ öâåòîâ.1'.1 Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè ñèíèå è òðè êðàñíûå òî÷êè, ïðè÷åì íèêàêèå òðè òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà îòðåçêà ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè, ïåðåñåêàþùèåñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå.Îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà çàöåïëåíèÿ ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ. Ïóñòü � è �′ � äâå çàìêíóòûå÷åòûðåõçâåííûå ëîìàíûå â ïðîñòðàíñòâå, ñ âåðøèíàìè A, B, C, D è A′, B′, C′, D′ ñîîòâåòñòâåííî, íàõîäÿùèìèñÿ âîáùåì ïîëîæåíèè. Èõ êîý��èöèåíòîì çàöåïëåíèÿ íàçîâåì îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 2 êîëè÷åñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿêîíòóðà ABCD ñ îáúåäèíåíèåì òðåóãîëüíèêîâ A′B′C′ è A′D′C′.1'.2 Äîêàæèòå, ÷òî lk(ABCD, A′B′C′D′) = lk(ABCD, B′C′D′A′).1'.3 Äîêàæèòå ñâîéñòâà êîý��èöèåíòà çàöåïëåíèÿ çàìêíóòûõ ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ, àíàëîãè÷íûå 1.5, 1.6.1'.4 Äàéòå îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà çàöåïëåíèÿ ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ â ñëó÷àå, êîãäà òðåáîâàíèå îáùåãîïîëîæåíèÿ çàìåíåíî áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì � ∩ �′ = ∅ òàê, ÷òîáû ñîõðàíèëèñü ïðåäûäóùèå ñâîéñòâà.Îïðåäåëåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ öâåòîâ. Íàáîð òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, îêðàøåííûõ â äâàöâåòà, íàçûâàåòñÿ íàáîðîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè íèêàêèå äâà îòðåçêà ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè íå èìåþò îáùèõâíóòðåííèõ òî÷åê.Îïðåäåëåíèå ðàçäåëåííîé ïàðû ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàí íàáîð 4-õ êðàñ-íûõ è 4-õ ñèíèõ òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Íàçîâåì ðàçäåëåííîé ïàðîé äâå çàìêíóòûå ÷åòûðåõçâåííûå ëîìàíûå ñîñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: (1) èõ âåðøèíû ðàñïîëîæåíû â äàííûõ òî÷êàõ; (2) îíè íå èìåþò îáùèõ âåðøèí; (3) èõçâåíüÿ ñîåäèíÿþò òî÷êè ðàçíûõ öâåòîâ. Òåñòîâûå âîïðîñû.Âîïðîñ 1. Èìååòñÿ íàáîð òî÷åê, â êîòîðîì õîòÿ áû 3 ñèíèå è õîòÿ áû 3 êðàñíûå òî÷êè. Ïóñòü âñå ñèíèåòî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé a, à âñå êðàñíûå � íà ïðÿìîé b. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äàííûé íàáîð áóäåò íàáîðîì îáùåãîïîëîæåíèÿ?a) íèêîãäà;b) ïðÿìûå a è b ñêðåùèâàþòñÿ;
) ïðÿìûå a è b íå ïàðàëëåëüíû;d) âñåãäà.Âîïðîñ 2. Òðåáóåòñÿ ïîêðàñèòü ÷åòûðå âåðøèíû êóáà â áåëûé öâåò, à ÷åòûðå äðóãèå � â ÷åðíûé òàê, ÷òîáûïîñëå íåáîëüøîãî �øåâåëåíèÿ� ýòèõ âåðøèí ìîæíî áûëî âûáðàòü çàìêíóòóþ ÷åòûðåõçâåííóþ ëîìàíóþ ñ âåðøèíàìèâ áåëûõ òî÷êàõ è çàìêíóòóþ ÷åòûðåõçâåííóþ ëîìàíóþ ñ âåðøèíàìè â ÷åðíûõ òî÷êàõ, çàöåïëåííóþ ñ íåé. Âûáåðèòåâñå ñïîñîáû ðàñêðàñêè âåðøèí íà ðèñ. C, a), b), 
), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óñëîâèþ.
a b 
�èñ. C.Âîïðîñ 3. Íàéäèòå êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ äâóõ ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ äâîéíîå çà-öåïëåíèå (ðèñ. D, íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ äàíû â çàíÿòèÿõ �Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè� è �Âïèñàííûå óçëû èçàöåïëåíèÿ�).a) 0; b) 1; 
) 2; d) çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Îñíîâíûå çàäà÷è.1'.5 Ïóñòü 4 êðàñíûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à 4 ñèíèå � íà äðóãîé ïðÿìîé, ñêðåùèâàþùåéñÿ ñ íåé.Íàéäèòå â ýòîì ñëó÷àå âñå ðàçäåëåííûå ïàðû (�, �′), äëÿ êîòîðûõ � è �′ çàöåïëåíû.1'.6 Äàéòå îïðåäåëåíèå çàöåïëåííîñòè äëÿ ÷åòâåðêè ñèíèõ è ÷åòâåðêè êðàñíûõ òî÷åê è äîêàæèòå, ÷òî îíà ÷åòíà.1'.7 Äîêàæèòå òåîðåìó 1'.1'.8 Äîêàæèòå, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 1' íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå ïàðû çàöåïëåííûõ çàìêíóòûõ ÷åòûðåõ-çâåííûõ ëîìàíûõ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íåãàìè äëÿ òðèëèñòíèêà.(�åøåíèÿ ïîñëåäóþùèõ çàäà÷ íå èñïîëüçóþò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ)Îïðåäåëåíèå óçëà (çàöåïëåíèÿ), âïèñàííîãî â ðàñêðàøåííîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíîìíîæåñòâî òî÷åê, îêðàøåííûõ â äâà öâåòà. Òîãäà ïîä âïèñàííûì óçëîì áóäåì ïîíèìàòü ëîìàíóþ, ïðåäñòàâëÿþùóþäàííûé óçåë, çâåíüÿ êîòîðîé ñîåäèíÿþò òî÷êè ðàçíûõ öâåòîâ. Âïèñàííîå çàöåïëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (ñì.,íàïðèìåð, òåîðåìó 1').Òåîðåìà 2'. (Òåîðåìà Ìè�å÷è, 1994) Äëÿ ëþáîãî óçëà (çàöåïëåíèÿ) íàéäåòñÿ ÷èñëî N òàêîå, ÷òî â ëþáîå ìíîæåñòâî
N ñèíèõ è N êðàñíûõ òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, íèêàêèå 4 èç êîòîðûõ íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ìîæíî âïèñàòüäàííûé óçåë (çàöåïëåíèå).(Î÷åâèäíî, òåîðåìà Íåãàìè ñëåäóåò èç òåîðåìû Ìè�å÷è).Îïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíîãî íàáîðà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàí íàáîð N ñèíèõ è N êðàñíûõ òî÷åê, íà-õîäÿùèéñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè (ñìîòðè îïðåäåëåíèå âûøå). Ïðîâåäåì âñå îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè ðàçíîãîöâåòà. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü ðàñïîëîæåííîé ãîðèçîíòàëüíî. Íàðèñóåì íà íåéïðîåêöèþ ïîëó÷åííîé �èãóðû. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ýòà ïëîñêàÿ êàðòèíêà, è ìû áóäåì ãî-âîðèòü 'òî÷êà íàáîðà' è 'îòðåçîê', ïîäðàçóìåâàÿ ñîîòâåòñòâåííî 'ïðîåêöèÿ òî÷êè íàáîðà' è 'ïðîåêöèÿ ïðîâåäåííîãîíàìè îòðåçêà'.Ïóñòü òî÷êè íàáîðà íå ïîïàäàþò âíóòðü îòðåçêîâ. Â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ (ïåðåêðåñòêå) óêàæåì,êàêîé èç îòðåçêîâ ïðîõîäèò âûøå (êàê â çàäà÷å 2.5). Íàçîâåì ïåðåêðåñòîê ïîëîæèòåëüíûì (ðèñ. 1' ñëåâà), åñëè ïðèäâèæåíèè ïî îòðåçêó, êîòîðûé ïðîõîäèò âûøå, îò ñèíåãî êîíöà ê êðàñíîìó ñèíèé êîíåö äðóãîãî îòðåçêà îñòàåòñÿñëåâà. Èíà÷å ïåðåêðåñòîê íàçîâåì îòðèöàòåëüíûì (ðèñ. 1' ñïðàâà).�+ B2B1B2B1
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�èñ. 1'.Èñõîäíûé íàáîð òî÷åê íàçîâåì ïîëîæèòåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñèíèõ òî÷åê B1, B2 è ëþáûõ äâóõ êðàñíûõòî÷åê R1, R2 îäíà èç ïàð îòðåçêîâ B1R1, B2R2 è B1R2, B2R1 ïåðåñåêàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå, ïðè÷åì ïîëó÷åííûéïåðåêðåñòîê ïîëîæèòåëåí. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûé íàáîð.Ïðèìåð 1'. Ïðèìåð ïîëîæèòåëüíîãî íàáîðà èçîáðàæåí íà ðèñ. 2' (ñðàâíè ñ çàäà÷åé 1'.5).�����
�èñ. 2'.2'.1 �àñêðàñüòå òî÷êè èç ïðèìåðà 1 â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ îòðèöàòåëüíûé íàáîð.Â çàäà÷àõ 2'.2�2'.5 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàí íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé íàáîð, ïðè÷åì N ≥ 2.2'.2 Âñå ñèíèå òî÷êè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ëþáîé ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé äâå êðàñíûå òî÷êè.Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà '>'. Ïóñòü äàí ïîëîæèòåëüíûé íàáîð. Ïóñòü R1 è R2 � äâå êðàñíûå òî÷êè. Ñêàæåì,÷òî R1 > R2, åñëè ïðè äâèæåíèè ïî ïðÿìîé R1R2 îò R1 ê R2 âñå ñèíèå òî÷êè îñòàþòñÿ ñïðàâà.2'.3 Åñëè R1 > R2 è R2 > R3, òî R1 > R3.2'.4 Åñëè îòðåçîê R1B1 ïðîõîäèò âûøå R2B2, òî R1 > R2.2'.5 Êðàñíûå è ñèíèå òî÷êè ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî ïðè ëþáûõ i < j è k 6= l îòðåçîê RiBk ïðîõîäèò âûøå
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Âîïðîñ 1. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî òî÷åê â ðàêðàøåííîì â 2 öâåòà ìíîæåñòâå, â êîòîðîå ìîæíî âïèñàòüïðîñòîå çàöåïëåíèå?a) 6; b) 8; 
) 9; d) 10; e) 12; f) áåñêîíå÷íî ìíîãî.Âîïðîñ 2. Åñëè â ïîëîæèòåëüíîì íàáîðå èçìåíèòü öâåò êàæäîé òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî íàáîð ñòàíåò:a) ïîëîæèòåëüíûì; b) îòðèöàòåëüíûì; ñ) íè ïîëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëüíûì.Âîïðîñ 3. Ïîëîæèòåëüíûé íàáîð ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ëþáîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè:a) ïîëîæèòåëüíûì; b) îòðèöàòåëüíûì; ñ) íè ïîëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëüíûì.Âîïðîñ 4. Ïîëîæèòåëüíûé íàáîð ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ëþáîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè:a) ïîëîæèòåëüíûì; b) îòðèöàòåëüíûì; ñ) íè ïîëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëüíûì.Âîïðîñ 5. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì äâèæåíèè âåðòèêàëüíî ââåðõ íàèáîëüøåé êðàñíîé òî÷êè (îòíîñèòåëüíî ââåäåí-íîãî ïîðÿäêà '>') ïîëîæèòåëüíîãî íàáîðàa) îí âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì;b) îí ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì;ñ) îí ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ íè ïîëîæèòåëüíûì, íè îòðèöàòåëüíûì.Îñíîâíûå çàäà÷è.2'.6 Âïèøèòå òðèëèñòíèê â íàáîð òî÷åê èç ïðèìåðà 1'.2'.7 Â ëþáîé ïîëîæèòåëüíûé íàáîð 5 ñèíèõ è 5 êðàñíûõ òî÷åê ìîæíî âïèñàòü òðèëèñòíèê.2'.8 (Òåîðåìû �àìñåÿ) à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ m è n íàéäåòñÿ òàêîå R(m, n), ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêåðåáåð ïîëíîãî ãðà�à ñ R(m, n) âåðøèíàìè â äâà öâåòà íàéäåòñÿ ëèáî ïîëíûé ïîäãðà� ïåðâîãî öâåòà ñ m âåðøèíàìè,ëèáî ïîëíûé ïîäãðà� âòîðîãî öâåòà ñ n âåðøèíàìè.á) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáùåíèå ïóíêòà à) íà ñëó÷àé òðåõ öâåòîâ.â) Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáùåíèå ïóíêòîâ à) è á) íà ïîëíûå äâóäîëüíûå ãðà�û.ã) Íàçîâåì íàáîð òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, îêðàøåííûõ â äâà öâåòà, íåéòðàëüíûì, åñëè ïðîåêöèèíà ïëîñêîñòü ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè íå ïåðåñåêàþòñÿ (âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ). Äîêàæèòå,÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ òàêîå R(n), ÷òî ëþáîé íàáîð R(n) ñèíèõ è R(n) êðàñíûõ òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ âïðîñòðàíñòâå ñîäåðæèò ëèáî ïîëîæèòåëüíûé, ëèáî îòðèöàòåëüíûé, ëèáî íåéòðàëüíûé íàáîð n ñèíèõ è n êðàñíûõòî÷åê.ä) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ òàêîå R(n), ÷òî ëþáîé íàáîð R(n) ñèíèõ è R(n) êðàñíûõ òî÷åê îáùåãîïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîäåðæèò ëèáî ïîëîæèòåëüíûé, ëèáî îòðèöàòåëüíûé íàáîð n ñèíèõ è n êðàñíûõ òî÷åê.2'.9 Äîêàæèòå òåîðåìû Ìè�å÷è è Íåãàìè äëÿ òðèëèñòíèêà.2'.10 Âïèøèòå óçëû è çàöåïëåíèÿ, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêàõ 2 è 3, â êàêèå-íèáóäü ïîëîæèòåëüíûå íàáîðûòî÷åê è äîêàæèòå äëÿ íèõ òåîðåìû Ìè�å÷è è Íåãàìè.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íåãàìè*.Ëåììà î äâóõ ñïèöàõ. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äàíû äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå. Äëÿ ëþáîãî óçëà íàéäåòñÿ òàêîå
N , ÷òî äàííûé óçåë ìîæíî âïèñàòü â ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç N êðàñíûõ òî÷åê íà ïåðâîé ïðÿìîé è N ñèíèõ òî÷åêíà âòîðîé ïðÿìîé.(Èíûìè ñëîâàìè, ëþáîé óçåë ìîæíî íàòÿíóòü íà äâå ñïèöû.)Îïðåäåëåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óçëà. (�èñ. 3' ñëåâà, ðèñ. 2ä) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíîïðÿìîóãîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå óçëà, åñëè ïðîåêöèÿ âåðåâêè íà ïëîñêîñòü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

⊏) ïðîåêöèÿ ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ;
−) íèêàêèå äâà âåðòèêàëüíûõ îòðåçêà íå ëåæàò íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è íèêàêèå äâà ãîðèçîíòàëüíûõîòðåçêà íå ëåæàò íà îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé;
÷) åñëè âåðòèêàëüíûé è ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê ïåðåñåêàþòñÿ, òî �ãîðèçîíòàëüíàÿ� ÷àñòü âåðåâêè ïðîõîäèòâûøå �âåðòèêàëüíîé�.Îïðåäåëåíèå ïðÿìîóãîëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàöåïëåíèÿ àíàëîãè÷íî.

X3 X4 X5X2X1

Y5Y4Y3Y2Y1
��
����èñ. 3'.Îïðåäåëåíèå äâîéñòâåííîãî óçëà. (�èñ. 3') Ïóñòü äàíî ïðÿìîóãîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîãî óçëà. Ïóñòü

X1, X2, . . . , XN � �êîîðäèíàòû� âåðòèêàëüíûõ, à Y1, Y2, . . . , YM � �êîîðäèíàòû� ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ åãî ïðî-åêöèè (ðèñ. 3'). �àññìîòðèì äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ðèñóíêà, îäíà èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà ïîä ýòîé6



ïëîñêîñòüþ è ïðîõîäèò ãîðèçîíòàëüíî, à âòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íàä ýòîé ïëîñêîñòüþ è ïðîõîäèò âåðòèêàëüíî. Îòìå-òèì íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè X1, X2, . . . , XN , à íà âåðòèêàëüíîé � òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè
Y1, Y2, . . . , YM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ri òî÷êó íà ïåðâîé ïðÿìîé ñ êîîðäèíàòîé Xi, à ÷åðåç Bj � òî÷êó íà âòîðîé ïðÿìîéñ êîîðäèíàòîé Yj . Ñîåäèíèì îòðåçêàìè âñå ïàðû îòìå÷åííûõ òî÷åê Ri, Bj , äëÿ êîòîðûõ òî÷êà (Xi, Yj) íà ïëîñ-êîñòè ðèñóíêà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íåêîòîðîãî îòðåçêà ïðîåêöèè óçëà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðóþ çàìêíóòóþëîìàíóþ. Óçåë, êîòîðûé ïðåäñòàâäÿåòñÿ ýòîé ëîìàíîé, íàçîâåì óçëîì, äâîéñòâåííûì ê èñõîäíîìó. Îïðåäåëåíèåäâîéñòâåííîãî çàöåïëåíèÿ àíàëîãè÷íî.Ïðèìåð 2'. Íà ðèñ. 3' èçîáðàæåíû òðèëèñòíèê è äâîéñòâåííûé ê íåìó óçåë (òðèëèñòíèê).Òåñòîâûå âîïðîñû.Âîïðîñ 1. ßâëÿåòñÿ ëè äèàãðàììà íà ðèñ. 4 ïðÿìîóãîëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì óçëà?a) äà; b) íåò.Âîïðîñ 2. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îòðåçêîâ â ïðÿìîóãîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòîãî çàöåïëåíèÿ?a) 6; b) 8; 
) 9; d) 10; e) 12.Âîïðîñ 3.ÍàáîðN êðàñíûõ òî÷åê R1, R2, . . . , RN èM ñèíèõ òî÷åê B1, B2, . . . , BM èç îïðåäåëåíèÿ äâîéñòâåííîãîóçëà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè è òîëüêî åñëè:a) âñå ÷èñëà X1, X2, . . . , XN , Y1, Y2, . . . , YM ïîëîæèòåëüíû;b) âñå ÷èñëà X1, X2, . . . , XN , Y1, Y2, . . . , YM îòðèöàòåëüíû;
) âñå ÷èñëà X1, X2, . . . , XN , Y1, Y2, . . . , YM îäíîãî çíàêà;d) ÷èñëà X1, X2, . . . , XN èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, à ÷èñëà Y1, Y2, . . . , YM èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê.Îñíîâíûå çàäà÷è.2'.11 Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ óçëîâ è çàöåïëåíèé ñ ðèñ. 2 è 3.2'.12 Íàðèñóéòå äâîéñòâåííûå óçëû è çàöåïëåíèÿ äëÿ ïîñòðîåííûõ Âàìè â çàäà÷å 2'.11 ïðÿìîóãîëüíûõ óçëîâ èçàöåïëåíèé. ×òî ýòî çà óçëû?2'.13 à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî óçëà ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå.á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé óçåë ìîæíî ïðîäå�îðìèðîâàòü â äâîéñòâåííûé ê íåìó.2'.14 Äîêàæèòå ëåììó î äâóõ ñïèöàõ.2'.15 Âûâåäèòå èç ëåììû î äâóõ ñïèöàõ òåîðåìû Ìè�å÷è è Íåãàìè.Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è.2'.16 (òðóäíàÿ) Îïèøèòå âñå ãðà�û, ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè êîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâå íàéäåòñÿ ïàðà çàöåï-ëåííûõ öèêëîâ.2'.17 (èçâåñòíàÿ îòêðûòàÿ ïðîáëåìà) Îïèøèòå âñå ãðà�û, ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè êîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâåíåêîòîðûé öèêë îêàçûâàåòñÿ çàóçëåííûì.Ïðàâèëüíûå îòâåòû íà òåñòîâûå âîïðîñû.Ê çàíÿòèþ �Çàöåïëåííûå òðåóãîëüíèêè�: 1
, 2b
, 3b.Ê çàíÿòèþ �Âïèñàííûå óçëû è çàöåïëåíèÿ�: 1a, 2
, 3e, 4b, 5a.Ê çàíÿòèþ �Çàöåïëåííûå ÷åòûðåõçâåííûå ëîìàíûå�: 1b, 2b
, 3a.Ê çàíÿòèþ �Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íåãàìè äëÿ òðèëèñòíèêà�: 1b, 2a, 3b, 4b, 5a.Ê çàíÿòèþ �Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Íåãàìè�: 1a, 2b, 3
.�åøåíèÿ çàäà÷.1.1 �àññìîòðèì ãðà�, ñîñòîÿùèé èç øåñòè âåðøèí è âñåõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ èõ. Êàæäîìó ÷åëîâåêó ñîïîñòàâèìâåðøèíó ýòîãî ãðà�à. Åñëè äâîå ëþäåé çíàêîìû, òî ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðøèíû, ïîêðàñèìâ êðàñíûé öâåò, èíà÷å � â ñèíèé öâåò. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ âåðøèíó A. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäóòñÿ òðèâåðøèíû X1, X2 è X3 òàêèå, ÷òî ðåáðà AX1, AX2, AX3 îäíîãî öâåòà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî �êðàñíûé öâåò. Åñëè êàêîå-òî èç ðåáåð XiXj (i, j ∈ {1; 2; 3}) êðàñíîãî öâåòà, òî âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà AXiXjèìåþò êðàñíûé öâåò, è òåì ñàìûì çàäà÷à ðåøåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà X1X2X3 èìåþòñèíèé öâåò. È â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à òîæå ðåøåíà.1.2 Ïåðâîå ðåøåíèå. Åñëè âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê ÷åòûðåõ- èëè ïÿòèóãîëüíèê, òî óòâåð-æäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî: ïåðåñåêóòñÿ äâå äèàãîíàëè. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âûïóêëîé îáîëî÷êîé ÿâëÿåòñÿ òðå-óãîëüíèê ABC. Äâå îñòàâøèåñÿ òî÷êè D è E èç äàííûõ ïÿòè ëåæàò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. E ëåæèò âíóòðèîäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ DAB, DAC èëè DBC � äîïóñòèì, â DAC. Òîãäà EB ïåðåñåêàåòñÿ ñ îäíèì èç îòðåçêîâ
DA èëè DC.Âòîðîå ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì àíàëîãîì òåîðåìû 1 è ìîæåò áûòü äîêàçàíîàíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Íàáîð òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàçîâåì íàáîðîì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè íèêàêèå òðè èç íèõ íåëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàçîâåì çàöåïëåííîñòüþ ïÿòåðêè òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÷èñëî ïàð îòðåçêîâ ñ êîíöàìè âýòèõ òî÷êàõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå. Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð ïÿòåðêè, çàöåïëåííîñòü êîòîðîé ðàâíà 1.Ïîñëå ýòîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åòíîñòü çàöåïëåííîñòè íå çàâèñèò îòâûáîðà 5 òî÷åê. Ïóñòü äàíû äâå ïÿòåðêè. Îäíó èç íèõ ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãóþ, ïî î÷åðåäè äâèãàÿ òî÷êè (ïðè÷åìäâèæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíûì). Ïîêà òî÷êè äâèæóòñÿ òàê, ÷òî ïÿòåðêà îñòàåòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè,çàöåïëåííîñòü, î÷åâèäíî, íå ìåíÿåòñÿ. Êàê òîëüêî îäíà èç òî÷åê (ñêàæåì, A) ïîïàäàåò íà îòðåçîê ñ êîíöàìè â äâóõ7



äðóãèõ òî÷êàõ (ñêàæåì, B è C), çàöåïëåííîñòü ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî ìåíÿåòñÿ íà ±2. Äåéñòâèòåëüíî, â òàêîéìîìåíò ìåíÿåòñÿ �ñîñòîÿíèå � (ò. å. ïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè ñòàíîâÿòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ, è íàîáîðîò) ðîâíîäâóõ ïàð îòðåçêîâ: AD, BC è AE, BC (ãäå D è E äâå îñòàâøèåñÿ òî÷êè ïÿòåðêè).1.3 Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè lk(∆, ∆′) = 1 èëè lk(∆′, ∆) = 1, òî êîíòóð òðåóãîëüíèêà ∆ ïåðåñåêàåòïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà ∆′. Ïåðâûé ñëó÷àé î÷åâèäåí. Âî âòîðîì ñëó÷àå êîíòóð òðåóãîëüíèêà ∆′ ïåðåñåêàåò âíóò-ðåííîñòü òðåóãîëüíèêà ∆. Ïîýòîìó âíóòðåííîñòü òðåóãîëüíèêà ∆ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà ∆′. Îäíàêî âòàêîì ñëó÷àå è êîíòóð òðåóãîëüíèêà ∆ ïåðñåêàåò ïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà ∆′.1.4 Ïóñòü òðåóãîëüíèê ∆ çàöåïëåí ñ òðåóãîëüíèêîì ∆′. Òîãäà âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) î÷åâèäíî. Âûïîëíåíèåóñëîâèÿ 2) ñëåäóåò èç çàäà÷è 1.3. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê òðåóãîëüíèê ∆ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü òðåóãîëüíèêà ∆′, òîìíîæåñòâî ∆ ∩ l íåïóñòî. Èç ñîîáðàæåíèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îíî íå ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîé òî÷êè.Äîêàæåì òåïåðü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 3). Ïóñòü ìíîæåñòâî ∆ ∩ l ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê A è B, à ìíîæåñòâî ∆′ ∩ lñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê A′ è B′. Âñå îáùèå òî÷êè êîíòóðà òðåóãîëüíèêà ∆ è âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà ∆′ ëåæàòíà îòðåçêå A′B′. Çíà÷èò, ðîâíî îäíà èç òî÷åê A è B ïðèíàäëåæèò îòðåçêó A′B′. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðû A, B è
A′, B′ çàöåïëåíû íà l.Îáðàòíî, ïóñòü ïàðû A, B è A′, B′ çàöåïëåíû íà l. Òîãäà ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå êîíòóð òðåóãîëüíèêà ∆ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòü òðåóãîëüíèêà ∆′ â åäèíñòâåííîé òî÷êå, òî åñòü ∆ çàöåïëåí ñ ∆′.1.5 Êàæäîå èç óñëîâèé lk(∆, ∆′) = 1 è lk(∆′, ∆) = 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì çàäà÷è 1.4 ðàâíîñèëüíîîäíîìó è òîìó æå óñëîâèþ.1.6 Èç çàäà÷è 1.4 ñëåäóåò, ÷òî lk(∆, ∆′) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1)-3). Íèêàêîå èçýòèõ óñëîâèé íå ìîæåò íàðóøèòüñÿ ïðè äîïóñòèìîì äâèæåíèè. Â ïðîâåðêå íóæäàåòñÿ òîëüêî ñîõðàíåíèå óñëîâèÿ1), êîòîðîå ìîæåò íàðóøèòüñÿ, òîëüêî êîãäà ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêîâ ∆ è ∆′ ñòàíîâÿòñÿ ïàðàëëåëüíû. Íî òîãäàèç çàäà÷è 1.3 ñëåäóåò, ÷òî â ýòîò ìîìåíò, à òàêæå íåïîñðåäñòâåííî äî è ïîñëå íåãî lk(∆, ∆′) = 0.1.7 Óêàçàíèå.Ïðè ïîñòðîåíèè ãðà�èêà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé ñëåäóþùàÿ ëåììà:Ëåììà Ïóñòü âåðøèíà A òðåóãîëüíèêà ∆ äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî îòðåçêó â ïðîñòðàíñòâå, à îñòàëüíûå äâåâåðøèíû è òðåóãîëüíèê ∆′ íåïîäâèæíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆t ïîëîæåíèå òðåóãîëüíèêà â ìîìåíò âðåìåíè t, ãäå
0 ≤ t ≤ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáîð 6 âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ ∆t è ∆′ íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ïðè âñåõ t,êðîìå t = 1.à) Åñëè ∆1 ∩ ∆′ = ∅, òî lk(∆0, ∆

′) = lk(∆2, ∆
′).á) Åñëè ∆1 è ∆′ ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå, íå ñîâïàäàþùåé íè ñ îäíîé èç èõ âåðøèí, òî ÷èñëà lk(∆0, ∆

′)è lk(∆2, ∆
′) îòëè÷àþòñÿ íà 1.�åøåíèå. Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòà çàöåïëåíèÿ îò âðåìåíè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lk(t) = 1, t ∈ (−∞; 2) ∪ (3, 5; 4, 5) ∪ (6; +∞); lk(t) = 0, t ∈ (2; 3, 5) ∪ (4, 5; 6).Âèä ýòîé çàâèñèìîñòè ñëåäóåò èç ïðèìåðà 3 è ëåììû, ñ�îðìóëèðîâàííîé âûøå. Ñàìà ëåììà ëåãêî ñëåäóåò, íàïðè-ìåð, èç çàäà÷è 1.4.1.8 Ïóñòü íàáîðû òî÷åê N , X1, X2, X3, X4, è X5, à òàêæå N ′, X1, X2, X3, X4, è X5 íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.Ñîåäèíèì òî÷êè N è N ′ ëîìàíîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îòðåçêè XiXj. Áóäåì ðàâíîìåðíî äâèãàòü òî÷êó N âäîëüýòîé ëîìàíîé, ÷åðåç Nt îáîçíà÷èì åå ïîëæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé èç óêàçàíèÿ ê çàäà÷å1.7 çàöåïëåííîñòü øåñòåðêè òî÷åê N , X1, X2, X3, X4, X5 ìîæåò èçìåíèòñÿ ëèøü â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà
Nt ∈ XiXjXk äëÿ íåêîòîðûõ 1 ≤ i < j < k ≤ 5. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè N÷åðåç ïëîñêîñòü XiXjXk, ÷åòíîñòü çàöåïëåííîñòè íàøåé øåñòåðêè íå ìåíÿåòñÿ (ñ÷èòàåì, ÷òî i = 1, j = 2, k = 3).Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ N , Xi, Xj, Xk èëè âîîáùå íåò äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ,èëè èìååòñÿ òîëüêî îäíà ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîíòóðû ëþáûõ äâóõ ïàð òðåóãîëüíèêîâñ êîíöàìè â òî÷êàõ N , X1, X2, X3, X4, è X5 íå ïåðåñåêàþòñÿ; â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííîé ëåììîé çàöåïëåííîñòüøåñòåðêè òî÷åê èçìåíèòüñÿ íå ìîæåò. �àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ïóñòü A1, A2, A3, A4 � òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà òî÷åê
N , X1, X2, X3, ÷òî îòðåçîê A1A2 ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì A3A4. Ñóùåñòâóþò äâå ïàðû òðåóãîëüíèêîâ ñ êîíöàìèâ òî÷êàõ N , X1, X2, X3, X4, è X5, êîíòóðû êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ: X4A1A2 è X5A3A4, X5A1A2 è X4A3A4. Èçíàøåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ ïîìåíÿåòñÿ, à êîý��èöèåíòçàöåïëåíèÿ îñòàëüíûõ ïàð òðåóãîëüíèêîâ îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.1.9 Ïîäõîäèò íàáîð òî÷åê èç ïðèìåðà 1. Äðóãîé ïðèìåð ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷óòü ïîøåâåëèâ íàáîð òî÷åê èçðåøåíèÿ çàäà÷è 2.3.à.1.10 Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷.2.1 Óêàçàíèå. Ñàìûé ïðàâèëüíûé ñïîñîá ðåøèòü ýòó çàäà÷ó � ýòî âçÿòü âåðåâêó, çàâÿçàòü íà íåé óçåë ñ ðèñ.4 è ïîïûòàòüñÿ ïðîäå�îðìèðîâàòü åãî â îäèí èç óçëîâ íà ðèñ. 2, 3. Òî æå îòíîñèòñÿ ê çàöåïëåíèÿì. Äå�îðìàöèþâåðåâêè óäîáíî èçîáðàæàòü íà áóìàãå â âèäå ñåðèè êàðòèíîê, â êîòîðîé ñîñåäíèå êàðòèíêè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èçäðóãà íåáîëüøîé äå�îðìàöèåé è îòëè÷àþòñÿ ìàëî.Îòâåò: à), á) ïðàâûé òðèëèñòíèê; â) âîñüìåðêà; ã) òðèâèàëüíûé óçåë; ä) âîñüìåðêà; å)çàöåïëåíèå Óàéòõåäà.2.2 Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ñ ≤ 5 çâåíüÿìè íåçàóçëåíà (òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò òðèâèàëüíûéóçåë). ßñíî, ÷òî òðåóãîëüíèê íåçàóçëåí. ßñíî, ÷òî åñëè â n-óãîëüíèêå (òî åñòü n-çâåííîé çàìêíóòîé ëîìàíîé)íàòÿíóòûé íà ïàðó ñîñåäíèõ çâåíüåâ òðåóãîëüíèê íå ïåðåñå÷åí íèêàêèì äðóãèì çâåíîì, òî ýòó ïàðó çâåíüåâ ìîæíîñòÿíóòü ïî äèàãîíàëè, òî åñòü ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå òîãî æå óçëà (n − 1)-óãîëüíèêîì. Ïîñêîëüêó â 4-óãîëüíèêåïðåïÿòñòâèé äëÿ ñòÿãèâàíèÿ íåò, òî îí ñòÿãèâàåòñÿ â òðåóãîëüíèê, è, çíà÷èò, íåçàóçëåí. Ïóñòü â 5-óãîëüíèêåABCDEåñòü ïðåïÿòñòâèå äëÿ ñòÿãèâàíèÿ ïàðû çâåíüåâ AB è BC. Òîãäà çâåíî DE ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê ABC. Íî òîãäàçâåíî AE íå ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê BCD, òàê êàê îíè ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè ABC.8



2.3 Îòâåòû: à) 6; á) 9; â) 6; ã) 7; å) 8.Ïðèìåðû. Ïðèìåð ê ïóíêòó à) èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 1. Äðóãîé ïðèìåð: ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC â ãîðè-çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, âòîðîé òðåóãîëüíèê DEF ñ âåðøèíîé F , ëåæàùåé âíå òðåóãîëüíèêà ABC â åãî ïëîñêîñòè,è âåðøèíàìè D è E, ðàñïîëîæåííûìè ñîîòâåòñòâåííî â òî÷íîñòè íàä è ïîä öåíòðîì òðåóãîëüíèêà ABC.Íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû ïðîåêöèè óçëîâ è çàöåïëåíèé, âïèñàííûõ â íàèìåíüøèé íàáîð òî÷åê. Äëÿ êàæäîéïðîåêöèè íóæíî åùå ïðîâåðèòü, ÷òî îíà ðåàëèçóåìà, ò. å. äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò êîí�èãóðàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå,êîòîðàÿ ïðîåöèðóåòñÿ â äàííóþ êàðòèíêó.
A6A5A4 A3 A2 A1� � � ���

à á â ã ä å�èñ. 4'.Ìèíèìàëüíîñòü. Â ïóíêòàõ à) è á) � î÷åâèäíà. Â ïóíêòå â) ñëåäóåò èç çàäà÷è 2.2. Äîêàæåì ìèíèìàëüíîñòü íà-áîðà â ïóíêòå ã). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïàðà òðåóãîëüíèêîâ â ïðîñòðàíñòâå ëèáî ïðåäñòàâëÿåòïðîñòîå çàöåïëåíèå, ëèáî èõ ìîæíî ðàñöåïèòü. Åñëè êîíòóð îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ íå ïåðåñåêàåò âíóòðåííîñòüäðóãîãî, òî ïðåïÿòñòâèé äëÿ ðàñöåïëåíèÿ íåò. Èíà÷å êàæäûé èç êîíòóðîâ òðåóãîëüíèêîâ äîëæåí ïåðåñåêàòü âíóò-ðåííîñòü äðóãîãî â åäèíñòâåííîé òî÷êå. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ (ñêàæåì, ABC). Áóäåìñ÷èòàòü åå ãîðèçîíòàëüíîé. Ïóñòü ñòîðîíà DE òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê ABC, à F � åòî òðåòüÿ âåð-øèíà. Äâèãàÿ F âåðòèêàëüíî (è âìåñòå ñ íåé � ñòîðîíû FD è FE), ìû ìîæåì ïîìåñòèòü åå íà ãîðèçîíòàëüíóþïëîñêîñòü. Ïîñëå ýòîãî ìû ìîæåì ïîäâèíóòü âåðøèíû D è E (âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè) è ïîëó÷èòüîïèñàííûé âûøå ïðèìåð ê ïóíêòó à).Â ïóíêòå ä) àâòîðû çàäà÷è íå óìåþò äîêàçûâàòü ìèíèìàëüíîñòü.2.4 à) Îòâåò: 1; ñëåäóåò èç ïðèìåðà 3. á) Îòâåò: 0.2.5 Îòâåò: êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ ðàâåí ÷åòíîñòè ÷èñëà ïåðåêðåñòêîâ, â êîòîðûõ ïåðâûé òðåóãîëüíèê ïðî-õîäèò âûøå âòîðîãî.Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èç ïåðâîé ÷àñòè.�åøåíèå Ä.Êîðîáèöûíà. Ïóñòü òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ëåæàò âûøå ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü
A′B′C′ � ïðîåêöèÿ òðåóãîëüíèêà ABC íà ïëîñêîñòü. �àññìîòðèì ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê τ , îãðàíè÷åííûé ìíîãî-óãîëüíèêàìè ABC, A′B′C′, ABA′B′, BCB′C′ è CAC′A′.Êîý��èöèåíò çàöåïëåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1B1C1 ðàâåí ÷èñëó L (çäåñü è â äàëüíåéøåì âñå ðàâåíñòâàïîíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ 2) òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîíòóðà òðåóãîëüíèêà ABC ñ âíóòðåííîñòüþ òðåóãîëüíèêà A1B1C1.Ïóñòü U � ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîíòóðà òðåóãîëüíèêà ABC ñ áîêîâûìè ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà τ . ×èñëîòî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîíòóðà ñ ìíîãîãðàííèêîì ÷åòíî. Ïîýòîìó L + U = 0 ⇒ L = U ⇒ L = ÷èñëó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿêîíòóðîâ ïðîåêöèé òðåóãîëüíèêîâABC è A1B1C1, â êîòîðûõ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ïðîõîäèò íèæå ñòîðîíûòðåóãîëüíèêà ABC.1'.1 Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîïóñòèì, óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî. Ñèíèå òî÷êè îáîçíà÷èì C1, C2 è C3, à êðàñíûå� K1, K2 è K3. Òîãäà ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà C1K1C2K2 íå ïåðåñåêàþòñþ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ. Îòðåçîê
C3K3 íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êîíòóðîì ÷åòûðåõóãîëüíèêà C1K1C2K2. Ïîýòîìó òî÷êè C3 è K3 èëè îáå ëåæàò âíóòðè÷åòûðåõóãîëüíèêà C1K1C2K2 âíå åãî.Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êà C3 ëåæèò âíóòðè îäíîãî èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ C1K1C2K3 èëè C1K2C2K3. Åñëè, íàïðè-ìåð, òî÷êà C3 ëåæèò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà C1K1C2K3, òî îòðåçîê C3K2 ïåðåñåêàåò êîíòóð ÷åòûðåõóãîëüíèêà
C1K2C2K3, ÷òî ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ. Âî âòîðîì ïîäñëó÷àå ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.Âòîðîé ñëó÷àé. Îòðåçêè K3C1 è K3C2 íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ êîíòóðîì ÷åòûðåõóãîëüíèêà C1K1C2K2. Ïîýòîìó èëèòî÷êà K2 ëåæèò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà K1C1K3C2, èëè òî÷êà K1 ëåæèò âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà K2C1K3C2.Çàäà÷à ñâåëàñü ê ïåðâîìó ñëó÷àþ.Äðóãîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèå èç âòîðîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.21'.2 Ïóñòü τ � ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êîíòóðà ABCD ñ ãðàíÿìè òåòðàýäðà A′B′C′D′. Òåòðàýäð A′B′C′D′äåëèò ïðîñòðàíñòâî íà äâå îáëàñòè: âíóòðåííþþ è âíåøíþþ. Òàê êàê òî÷êè A, B, C, D, A′, B′, C′, D′ íàõîäÿòñÿ âîáùåì ïîëîæåíèè, òî ÷èñëî τ ÷åòíî. Òàê êàê

τ ≡ lk(ABCD, A′B′C′D′) + lk(ABCD, B′C′D′A′) (mod 2),òî
lk(ABCD, A′B′C′D′) = lk(ABCD, B′C′D′A′).1'.3 Çàìåòèì, ÷òî lk(ABCD, A′B′C′D′) ≡ lk(ABC, A′B′C′)+lk(ABC, A′D′C′)+lk(ADC, A′B′C′)+lk(ADC, A′D′C′)

(mod 2). Èç ýòîãî, à òàêæå ñâîéñòâ 1.5�1.6 ñëåäóþò òàêèå óòâåðæäåíèÿ:1. lk(ABCD, A′B′C′D′) = lk(A′B′C′D′, ABCD).2. Ïðè íåïðåðûâíîì äâèæåíèè òî÷åê A, B, C, D, A′, B′, C′, D′, îñòàâëÿþùåì èõ â êàæäûé ìîìåíò â îáùåìïîëîæåíèè, ÷èñëî lk(ABCD, A′B′C′D′) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.9



1'.4 Ïóñòü äàíû äâå çàìêíóòûå ÷åòûðåõçâåííûå ëîìàíûå ABCD è A1B1C1D1, êîòîðûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.Ïåðâûé ñïîñîá. Ïîøåâåëèì íåìíîãî âåðøèíû ýòèõ ëîìàíûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîâûé íàáîð âåðøèí � A′,
B′, C′, D′, A′

1
, B′

1
, C′

1
, D′

1
íàõîäèëñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

lk(ABCD, A1B1C1D1) = lk(A′B′C′D′, A′

1
B′

1
C′

1
D′

1
).Âòîðîé ñïîñîá. Ïóñòü α � ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò òðåóãîëüíèê A1B1C1, îãðàíè÷åííàÿ ïðÿìîé A1C1.À β � ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò òðåóãîëüíèê A1D1C1, îãðàíè÷åííàÿ ïðÿìîé A1C1. Îáúåäèíåíèå ýòèõ ïîëó-ïëîñêîñòåé äåëèò ïðîñòðàíñòâî íà äâå ÷àñòè. Êàæäîé òî÷êè ïðåðñå÷åíèÿ êîíòóðà ABCD ñ êîíòóðàìè èëè âíóò-ðåííîñòÿìè òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è A1D1C1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü ýòîéòî÷êè, ïðåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ êîíòóðîì ABCD ëåæèò â îäíîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñòàâèìâ ñîîòâåòñòâèå ýòîé òî÷êå 1. Êîý��èöèåíòîì çàöåïëåíèÿ ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ ABCD è A1B1C1D1 íàçûâàåòñÿñóììà âñåõ ýòèõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ 2.1'.5 Óêàçàííûå ëîìàíûå áóäóò çàöåïëåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðû èõ âåðøèí íà êàæäîé èç ñêðåùè-âàþùèõñÿ ïðÿìûõ áóäóò çàöåïëåíû. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî çàöåïëåííûõ ðàçäåëåííûõ ïàð ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõðàâíî 2.1'.6 Ïóñòü äàíû ÷åòûðå ñèíèå è ÷åòûðå êðàñíûå òî÷êè, íàõîäÿùèèñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Èõ çàöåïëåííîñòüþíàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî çàöåïëåííûõ ðàçäåëåíûõ ïàð ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ.Ïóñòü B, B′, B1, B2, B3 � ñèíèå òî÷êè, à R1, R2, R3, R4 � êðàñíûå òî÷êè, ïðè÷åì íàáîðû òî÷åê B, B1, B2, B3,

R1, R2, R3, R4, à òàêæå B′, B1, B2, B3, R1, R2, R3, R4 íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.Ñîåäèíèì òî÷êè B è B′ ëîìàíîé òàê, ÷òîáû íèêàêîå åå çâåíî íå ëåæàëî íè â îäíîé èç ïëîñêîñòåé RiRJBk. Ïðèäâèæåíèè òî÷êè B ïî ëîìàíîé çàöåïëåííîñòü íàáîðà òî÷åê B, B1, B2, B3, R1, R2, R3, R4 ìîæåò èçìåíèòñÿ ëèøü âòå ìîìåíòû, êîãäà îòðåçîê BRi ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì BkRj (i 6= j). Ïóñòü, íàïðèìåð, îòðåçîê BR2 ïåðåñåêàåòñÿñ îòðåçêîì B1R1. Ñðåäè âñåõ ðàçäåëåííûõ ïàð ëîìàíûõ ñ âåðøèíàìè â íàøåì íàáîðå òî÷åê êîý��èöèåíò çàöåïëå-íèÿ èçìåíèòñÿ ó ñëåäóþùèõ: BR2B2R3 è B1R1B3R4, BR2B2R4 è B1R1B3R3, BR2B3R3 è B1R1B2R4, BR2B3R4 è
B1R1B2R3. Ïîýòîìó ÷åòíîñòü çàöåïëåííîñòè ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ.Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ÿñíî, ÷òî ó ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ èç ÷åòûðåõ ñèíèõ è ÷åòûðåõ êðàñíûõ òî÷åêçàöåïëåííîñòü èìååò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Òîãäà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî çàöåïëåííîñòü âñåãäà ÿâëÿåòñÿ÷åòíîé.1'.7 Äëÿ íàáîðà îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñèíèõ òî÷åê B1, B2, B3, B4 è êðàñíûõ òî÷åê R1, R2, R3, R4 ðàññìîòðèì ÷èñëî
I çàöåïëåííûõ ðàçäåëåííûõ ïàð (�, �′) òàêèõ, ÷òî ëîìàíàÿ � ñîäåðæèò îòðåçîê B1R1. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþçàäà÷è 1'.6 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷åòíîñòü ÷èñëà I íå çàâèñèò îò íàáîðà òî÷åê. Â ïðèìåðå èç çàäà÷è 1'.5 I = 1. Ïîýòîìóâ êàæäîì íàáîðå ÷èñëî I íå÷åòíî, è ïîýòîìó â êàæäîì íàáîðå ñóùåñòâóåò çàöåïëåííàÿ ðàçäåëåííàÿ ïàðà çàìêíóòûõ÷åòûðåõçâåííûõ ëîìàíûõ.1'.8 Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç çàäà÷ 1'.6 è 1'.7.2'.1 Íàïðèìåð, ìîæíî ðàñêðàñèòü òî÷êè A1, A2, A3 â ñèíèé öâåò, à A4, A5, A6 � â êðàñíûé. Íåïîñðåäñòâåííîïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûé íàáîð îòðèöàòåëåí.2'.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è íåâåðíî. Òîãäà íåêîòîðûå äâå ñèíèå òî÷êè B1, B2 ðàñïîëîæåíûïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåêîòîðûå äâå êðàñíûå òî÷êè R1, R2. Òîãäà îòðåçîê B1R1 íåïåðåñåêàåò B2R2 è B1R2 íå ïåðåñåêàåò B2R1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòåëüíîãî íàáîðà.2'.3Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, R1 > R2 > R3 > R1. Òîãäà ïðè îáõîäå òðåóãîëüíèêà R1R2R3 âñå ñèíèå òî÷êè âñå âðåìÿîñòàþòñÿ ñïðàâà. Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè îáõîä ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, è âñå ñèíèå òî÷êè ðàñïîëîæåíûâíóòðè òðåóãîëüíèêà. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, â çàäà÷àõ 2'.2�2'.5 N ≥ 2, ïîýòîìó åñòü õîòÿ áû äâå ñèíèå òî÷êè.Ïðîâåäåì ÷åðåç íèõ ïðÿìóþ. Êàêèå-òî äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïðÿìîé.Íî òîãäà èñõîäíûé íàáîð íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì (äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2'.2).2'.4 Òàê êàê èñõîäíûé íàáîð òî÷åê ïîëîæèòåëåí, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïåðåñå÷åíèå R1B1 è R2B2 ïîëîæèòåëüíî.Çíà÷èò, ïðè äâèæåíèè îò B1 ê R1 òî÷êà B2 îñòàåòñÿ ñëåâà. Íî òîãäà è ïðè äâèæåíèè îò R1 ê B2 òî÷êà B2 îñòàåòñÿñïðàâà. Ïî îïðåäåëåíèþ, òîãäà R1 > R2.2'.5 Èç çàäà÷è 2'.3 ñëåäóåò, ÷òî êðàñíûå òî÷êè ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òîáû R1 < R2 < · · · < RN . Èç çàäà÷è2'.4 ñëåäóåò, ÷òî ýòà íóìåðàöèÿ � èñêîìàÿ.2'.6 (�åøåíèå ×åëíîêîâà Â.) Çàíóìåðóåì êðàñíûå è ñèíèå òî÷êè ñëåâà íàïðàâî. Òîãäà òðèëèñòíèê ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ ëîìàíîé R1B4R4B1R2B3R5B5R3B2R1.2'.7 Ïóñòü äàí ïîëîæèòåëüíûé íàáîð 5 êðàñíûõ è 5 ñèíèõ òî÷åê. Çàíóìåðóåì êðàñíûå òî÷êè, êàê â çàäà÷å 2'.5.Çàíóìåðóåì ñèíèå òî÷êè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. À èìåííî, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðÿäîê '>' ñèíèõ òî÷åê àíàëîãè÷íîïîðÿäêó êðàñíûõ òî÷åê è çàíóìåðîâàòü ñèíèå òî÷êè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (â ñìûñëå '>'). �àññìîòðèì ëîìàíóþ
R1B4R4B1R2B3R5B5R3B2R1 (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2'.6). Îíà ïðåäñòàâëÿåò òðèëèñòíèê, ÷òî ñëåäóåò èç òàêîé ëåììû:Ëåììà. Ïîëîæèòåëüíûé íàáîð 5 ñèíèõ è 5 êðàñíûõ òî÷åê ìîæíî ïåðåâåñòè â íàáîð òî÷åê èç ïðèìåðà 1' íåïðå-ðûâíûì äâèæåíèåì òàê, ÷òîáû â ïðîöåññå äâèæåíèÿ íàáîð îñòàâàëñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. �àññìîòðèì òî÷êó B1. Èç íàøåé íóìåðàöèè òî÷åê ñëåäóåò, ÷òî îòðåçêè ñ íà÷àëîì B1ðàñïîëîæåíû âûøå âñåõ îñòàëüíûõ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðåìåñòèòü (äîïóñòèìûì îáðàçîì) òî÷êó B1 òàê, ÷òîáûåå ïðîåêöèÿ ïîïàëà â ñàìóþ ëåâóþ ñèíþþ òî÷êó íà ðèñ. 2', à ñàìà òî÷êà B1 ðàñïîëàãàëàñü î÷åíü âûñîêî íàäïëîñêîñòüþ ðèñóíêà. Òîãäà è âñå îòðåçêè ñ íà÷àëîì B1 áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ î÷åíü âûñîêî. Ïîýòîìó òî æå ñàìîåìîæíî ñäåëàòü è ñ òî÷êîé B2 � ðàñïîëîæèòü åå î÷åíü âûñîêî, íî íèæå òî÷êè B2 òàê, ÷òîáû åå ïðîåêöèÿ ñîâïàëà ñîâòîðîé ñëåâà ñèíåé òî÷êîé. Äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì ñî âñåìè ñèíèìè òî÷êàìè, à ïîòîì è ñ êðàñíûìè, ìû ïåðåâåäåìèñõîäíûé íàáîð òî÷åê â òðåáóåìûé íàáîð. Ëåììà, à âìåñòå ñ íåé è óòâåðæäåíèå çàäà÷è 2'.7, äîêàçàíî.10



2'.8 (Íåáîëüøîé ýêñêóðñ â ðàìñååâñêóþ òåîðèþ ãðà�îâ.) à) Óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n + m.Äîêàæåì áàçó n + m = 6. Âñþäó â äàëüíåéøåì ÷åðåç R(m, n) áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí âïîëíîì ãðà�å ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Èç çàäà÷è 1.1 ñëåäóåò, ÷òî R(3, 3) = 6. Î÷åâèäíî, R(4, 2) = 4. Áàçà äîêàçàíà.Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä â ñëó÷àå n = 2 èëè m = 2 î÷åâèäåí. Ïðè m, n > 2 èíäóêöèîííûé ïåðåõîä ïîëó÷àåòñÿ èçîöåíêè R(n, m) ≤ R(n − 1, m) + R(n, m − 1). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîëíûé ãðà� ñ R(n − 1, m) + R(n, m − 1)âåðøèíàìè. �àññìîòðèì åãî âåðøèíó A. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäåòñÿ ëèáî R(n− 1, m) âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåðïåðâîãî öâåòà, ëèáî R(n, m−1) âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð âòîðîãî öâåòà. �àññìàòðèâàÿ ïîëíûå ïîäãðà�û ñ âåðøèíàìèâ îòëè÷íûõ îò A êîíöàõ óêàçàííûõ ðåáåð, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.á) Ôîðìóëèðîâêà î÷åâèäíà, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïóíêòó à) è èñïîëüçóåò îöåíêó
R(l, m, n) ≤ R(l − 1, m, n) + R(l, m− 1, n) + R(l, m, n − 1).â) Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ m1, m2, m3, n1, n2, n3 íàéäåòñÿ òàêîå R = R(m1, m2, m3, n1, n2, n3), ÷òî ïðè ëþáîé ðàñ-êðàñêå äâóäîëüíîãî ãðà�à ñ 2R âåðøèíàìè (ïîðîâíó â êàæäîé äîëå) â òðè öâåòà äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ i ≤ 3 íàéäåòñÿïîëíûé äâóäîëüíûé ïîäãðà� i-ãî öâåòà ñ mi âåðøèíàìè â ïåðâîé äîëå è ni âåðøèíàìè âî âòîðîé.Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïóíêòó à) è èñïîëüçóåò îöåíêó

R ≤ R(m1 − 1, m2, m3, n1, n2, n3) + R(m1, m2 − 1, m3, n1, n2, n3) + R(m1, m2, m3 − 1, n1, n2, n3).ã) (Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà.) Ñíà÷àëà íóæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äàí ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðà� ñ 2R âåðøèíàìè (ïîðîâíó â êàæäîé äîëå). Íàçîâåì òðå-óãîëüíèêîì òðè âåðøèíû, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò â ïåðâîé äîëå, à äâå äðóãèå � î âòîðîé. Òîãäà äëÿ ëþáûõ n1, n2, n3è m1, m2, m3 íàéäåòñÿ òàêîå R = R(m1, m2, m3, n1, n2, n3), ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå âñåõ òðåóãîëüíèêîâ â òðè öâåòàíàéäåòñÿ ïîëíûé äâóäîëüíûé ïîäãðà� ñ mi âåðøèíàìè â ïåðâîé äîëå è ni âåðøèíàìè âî âòîðîé, âñå òðåóãîëüíèêèêîòîðîãî èìåþò öâåò i.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ∑
ni +

∑
mi. Áàçà èíäóêöèè ñîñòîèò â óòâåðæåíèÿõ çàäà÷ 2'.7á è2'.7â. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè

R ≤ R(R(m1 − 1, m2, m3, n1, n2, n3), R(m1, m2 − 1, m3, n1, n2, n3), R(m1, m2, m3 − 1, n1, n2, n3)).Çäåñü R(x, y, z) � ÷èñëî èç ïóíêòà 2'.7á. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííîé �îðìóëû íóæíî ðàññìîòðåòü îäíó èçâåðøèí â ïåðâîé äîëå, ñêàæåì A. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñîãëàñíî ïóíêòó 2'.7á ìîæíî îòìåòèòü R(m1 −
1, m2, m3, n1, n2, n3) âåðøèí âî âòîðîé äîëå òàê, ÷òîáû âñå òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â A è äâóõ îòìå÷åííûõòî÷êàõ áûëè ïåðâîãî öâåòà. Òåïåðü íàøà �îðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2'.7ã íóæíî ðàññìîòðåòü îäíó ñèíþþ âåðøèíó B1. Êàæäóþ òðîéêó B2, R1, R2ðàñêðàñèì â îäèí èç òðåõ öâåòîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîëîæèòåëüíà, îòðèöàòåëüíà èëè íåéòðàëüíà ÷åòâåðêà
B1, B2, R1, R2. Òåïåðü ïðîõîäèò èíäóêöèîííûé ïåðåõîä, èñïîëüçóþùèé ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå è àíàëîãè÷íûéäîêàçàòåëüñòâó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå çàäà÷è 2'.7ã ìîæåò áûòü äîêàçàíî ïî èíäóêöèè.ä) Ñîãëàñíî çàäà÷å 1'.1, íåéòðàëüíûõ íàáîðîâ ïðè n ≥ 3 íå áûâàåò. Ïîýòîìó ïóíêò ä) ñëåäóåò èç ïóíêòà ã).2'.9 Òåîðåìû Ìè�å÷è è Íåãàìè äëÿ òðèëèñòíèêà ñëåäóþò èç çàäà÷è 2'.7, åå àíàëîãà äëÿ îòðèöàòåëüíîãî íàáîðàè çàäà÷è 2'.8ä äëÿ n = 5.2'.10Ëó÷øèé ñïîñîá ðåøèòü ýòó çàäà÷ó � ýòî âîñïîëüçîâàòüñÿ çàäà÷àìè 2'.11 è 2'.12 èç çàíÿòèÿ �Äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû Íåãàìè�. Êàê è â ðåøåíèè çàäà÷è 2.1, äëÿ ïðîâåðêè ëó÷øå âñåãî èñïîëüçîâàòü âåðåâêó èëè íèòü.Áëàãîäàðíîñòè.Äàííûé öèêë çàäà÷ öåëèêîì ñîâïàäàåò ñ ïðåäëîæåííûì íà 15-é ëåòíåé êîí�åðåíöèè ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìà-òè÷åñêîãî Òóðíèðà ãîðîäîâ. Àâòîðû öèêëà áëàãîäàðíû È. Äûííèêîâó è À. Ñêîïåíêîâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.[1℄ J. Conway, C. Gordon, Knots and links in spatial graphs, Journal of Graph Theory 7 (1983), pages 445�453.[2℄ S. Negami, Ramsey-type theorem for spatial graphs, Graphs and Combinatori
s 14 (1998), pages 75�80.[3℄ M. Skopenkov, Embedding produ
ts of graphs into Eu
lidean spa
es, Fundamenta Mathemati
ae 179 (2003), pages191�197.[4℄ Â. Ïðàñîëîâ, Ì. Ñêîïåíêîâ, �àìñååâñêàÿ òåîðèÿ çàöåïëåíèé, Ìàòåìàòè÷åñêîå Ïðîñâåùåíèå, 3-ÿ ñåðèÿ 9 (2005),ñòð. 108�115.[5℄ Ìàòåðèàëû 15-é ëåòíåé êîí�åðåíöèè ìåæäóíàðîäíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî Òóðíèðà ãîðîäîâ,http://www.turgor.ru/lktg/2003/za
epl.ru/index.htm
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