Занятие 11. Одинаковые и разные остатки

Остатки по известному модулю

1. Есть много карточек, на которых написаны числа 1, 11, 81, 121, 361, 441 и 841. 

a. Выбрали 17 карточек. На какую цифру оканчивается их сумма?

b. Выбрали N карточек с суммой 2004. Какая последняя цифра у числа N?

c. Каким наименьшим количеством карточек можно набрать сумму 1000? 

2. Есть много монет достоинством 2, 20 и 50 копеек. 

a. Выбрали 17 монет. Какой остаток при делении на 6 даст их сумма?

b. Можно ли набрать 10 рублей ровно 100 монетами?

c. Петя должен был заплатить 16 рублей 66 коп. Он выложил 60 монет, и это оказалось больше, чем надо. Какую нименьшую сдачу он мог получить?  

3.   a. a+1 делится на 3. Докажите, что 4+7a делится на 3

b. 2+a и 35-b делятся на 11. Докажите, что a+b делится на 11. 

4.   a. Докажите, что числа a, a+20, a+100 дают разные остатки при делении на 3.

b. Докажите, что среди чисел  b, 35-3b, 9b+9, 5b+10 ровно одно делится на 4. 

5. Про 7 натуральных чисел известно, что сумма любых 6 из них делится на 5. 

a. Докажите, что все числа дают один и тот же остаток при делении на 5.

b. Докажите, что все числа делятся на 5.

Остатки по неизвестному модулю

6.  a. Числа p и p+21 – простые. Найдите p.

b. Числа p, 2p+1, 4p+1  – простые. Найдите p.

c. Числа p и 8p2+1 – простые. Найдите p.

7. Может ли быть квадратом целого числа сумма 

a. двух квадратов нечетных чисел?

b. трех квадратов нечетных чисел?

8. Найдите все такие пары (p, q), где p, q, p+q, p–q – простые числа.

Серьезные задачи 

9. Король приказал чеканить монеты так, чтобы любую сумму можно было набрать менее чем десятью монетами. Первой была отчеканена монета в наименьшую возможную сумму – 1 крона. Затем на каждом следующем шаге казначей определяет наименьшую сумму, которую нельзя набрать менее чем 10 монетами, и чеканит монету в эту сумму. Какие монеты будут отчеканены в королевстве?

10. Числа p, 2p+1, 4p+1  – простые. Найдите p.
11. На Луне имеют хождение монеты достоинством в 1, 15 и 50 фертингов. Незнайка отдал за покупку несколько монет и получил сдачу на одну монету больше. Какую наименьшую сумму могла стоить покупка?

12.. В банке 500 долларов. Разрешаются две операции: взять из банка 300 долларов или положить в него 198 долларов. Эти операции можно проводить много раз, при этом, однако, никаких денег, кроме тех, что первоначально лежат в банке, нет. Какую максимальную сумму можно извлечь из банка и как это сделать?
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