Занятие 22. Турнир городов: комбинаторика и делимость.
1. Найдите все натуральные n, при которых  (n + 1)!  делится на сумму  1! + … + n!.
Указание. Пусть (n + 1)! = k(1! + … + n!).  Что можно сказать о k?

2. Может ли наименьшее общее кратное целых чисел 1, 2, …, n быть в 2008 раз больше, чем наименьшее общее кратное целых чисел 1, 2, …, m?
Указание. Пусть НОД(1, 2, …, n)=k НОД(1, 2, …, m). В каких степенях входят 3 в разложение НОД(1, 2, …, n) и НОД(1, 2, …, m) на простые множители?
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3. Дана таблица (см. справа). Можно в ней переставлять строки, а также можно переставлять столбцы (в любом порядке). Сколько различных таблиц можно получить таким образом из данной таблицы?
Указание. Каким свойством обладают 4 числа вершинах произвольного прямоугольника? 
4. Число N является произведением двух последовательных натуральных чисел. Докажите, что

  а) можно приписать к этому числу справа две цифры так, чтобы получился точный квадрат;

  b) если  N > 12,  это можно сделать единственным способом.
5. По кругу стоят 99 детей, изначально у каждого есть мячик. Ежеминутно каждый ребёнок с мячиком кидает свой мячик одному из двух соседей; при этом, если два мячика попадают к одному ребенку, то один из этих мячиков теряется безвозвратно. Через какое наименьшее время у детей может остаться только один мячик?
Указание. Пусть мячики не теряются, а склеиваются. Запустите кино задом наперед.

6. a) Дана клетчатая полоска (шириной в одну клетку), бесконечная в обе стороны. Две клетки полоски являются ловушками, между ними – N клеток, на одной из которых сидит кузнечик. На каждом ходу мы называем натуральное число, после чего кузнечик прыгает на это число клеток влево или вправо (по своему выбору). При каких N можно называть числа так, чтобы гарантированно загнать кузнечика в одну из ловушек, где бы он ни был изначально между ловушками и как бы ни выбирал направления прыжков? (Мы всё время видим, где сидит кузнечик.)
b) На числовой прямой в точке P сидит точечный кузнечик. Точки 0 и 1 – ловушки. На каждом ходу мы называем любое положительное число, после чего кузнечик прыгает влево или вправо (по своему выбору) на расстояние, равное этому числу. Для каких P можно называть числа так, чтобы гарантированно загнать кузнечика в одну из ловушек? (Мы всё время видим, где сидит кузнечик.)

Указания. a) Угадайте ответ. Придумайте как загнать в ловушку для указанных значений  N (увеличивая полуинвариант). Для остальных N разделите поля на плохие (ловушки) и хорошие, и укажите алгоритм, как всегда оставаться на хорошем поле.

b) Угадайте ответ. Придумайте как загнать кузнечика в ловушку с указанных точек (увеличивая полуинвариант). Для остальных точек (хороших!) объясните, почему хорошая точка не может оказаться ровно посредине между двумя плохими. 

7. Одиннадцати мудрецам завязывают глаза и надевают каждому на голову колпак одного из 1000 цветов. После этого им глаза развязывают, и каждый видит все колпаки, кроме своего. Затем одновременно каждый показывает остальным одну из двух карточек – белую или черную. После этого все должны одновременно назвать цвет своих колпаков. Удастся ли это? Мудрецы могут заранее договориться о своих действиях (до того, как им завязали глаза); мудрецам известно, каких 1000 цветов могут быть колпаки.

Указание. Закодируйте цвета последовательностями из 11 нулей и единиц. Придумайте такой код, чтобы число можно было воссстановить даже не зная одной из цифр.
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