Lektion 18. Måla och turas om

Målar man rätt märker man på bristvaror. 

1.  Bestäm det största antalet dominobrickor av format 1×2 som det går att placera på ett schackbräde av storlek 7×7 utan att täcka på rutorna a1, c1, e1, g1, g3, g5, g7, e7, c7, a7, a5, a3?

2.  På ett rutigt spelplan av format 10×10 gömmer sig en båt av format 1×3 (båten täcker exakt 3 rutor). Under ett drag får man utföra ett skott på vilken som helst ruta. Bestäm det minsta antalet skott som garanterar en träff. 

3.  I varenda ruta på ett schackbräde av format 5×5 sitter en skallbagge. Efter en vissel kröp var och en av skalbaggarna till en intilliggande ruta (som har en gemensam sida).  Visa att nu finns det minst en tom ruta. 

4.  Ett slott är utformad som en liksidig triangel med sidorna av längden 100 fot. Innerväggar som är parallella med ytterväggar indelar slottet i triangulära rum med sidor på 10 fot.
a) Bestäm antalet rum.
b) I samtliga innerväggar finns dörrar. En turist vandrar på slottet utan att gå ute och utan att besöka ngt rum en gång till. Bestäm det största antalet rum han kan besöka. 

Om vid varje steg turas Si om med Så, då antalet Si skiljer sig med antalet Så högst med 1. 

5.  Runt ett bord sitter tjejer och killar. Visa att antalet par av grannar där en kille sitter till vänster av en tjej är lika med antalet par dar där en kille sitter till höger av en tjej. (En och samma person kan ingå i två par). 

6.  Kan en springare gå runt ett schackbräde av storlek 9×9 så att besöka varje ruta exakt en gång och komma till den ursprungliga rutan med sin sista drag?

7.  En gräshoppa hoppar på tallinjen. Under ett hopp får den förflytta sig exakt antingen 7 eller 13 enhet såväl fram som tillbaka. Gräshoppan startar på talet 1. Kan den hamna på talet 2000 efter exakt 2000 hopp? 

Även kombinationer kan turas om.  

8.  Det finns två högar med godis – den vänstra med 5 stycken och den högra med 4 stycken godis. Under ett drag får man antingen ta bort ett godis ur vilken som helst hög eller lägga till ett godis i vilken som helst hög. Dock får man inte ta det sista godiset ur högen eller göra en hög av fler än 9 godis. Inte heller får man “uppprepa position” (fast positionerna «3 till vänster och 5 till höger” och «5 till vänster och 3 till höger” räknas som olika.). Bestäm det största möjliga antalet drag.   

9. a) Under ett drag får man ställa om två vilka som helst intilliggande bokstäver. Bestäm samtliga ord som man kan få av ordet ART efter exakt 20 drag. 
b) Tre gräshoppor sitter på en rät linje. Då och då får en av dem hoppa över en annan (dock inte över båda de andra). Kan det hända att alla kommer på sina ursprungliga punkter efter exakt 17 hopp?  

10. Under ett drag får man ställa om två vilka som helst intilliggande siffror. Kan man förvandla 12345 til 54321 efter exakt a) 8 drag? b) 12 drag?  c) 13 drag?

Definitioner. En permutation av N element är en rad av talen 1,2,...,N i någon ordning. En oordning är ett par av vilka som helst tal i en permutation där det högra är mindre än det vänstra. En permutation kallas för jämn (resp. udda) om i den finns ett jämnt (resp. udda) antal oordningar. 

11.  Visa att en permutation ändrar sin paritet (dvs den udda blir jämn och tvärtom) om 
а) man ställer om två intilliggande element;
b) man ställer om två vilka som helst element.

12.  Man får flytta ett element över exakt två intilliggande element. Visa att oavsett vilken permutation man startar med kan man få hälften av alla möjliga permutationer.   

Talröra
13.  Kungen har gjort en runda på ett schackbräde av storlek 8×8. Den har besökt varenda ruta exakt en gång och kom till den ursprungliga rutan med sitt sista drag. Visa att antalet diagonalldrag blev jämnt.  

14.  Visa att Rubiks kub kan inte vridas och vändas på så sätt att bara två hörnkuber byter plats med varandra och alla andra delkuber hamnar på sina ursprungliga platser.  

15.  Under en räkneoperation får man antingen multiplicera eller dividera det givna talet med ett godtyckligt primtal. Kan man  
a) förvandla 1 till 100 genom exakt 100 tillåtna operationer?
b)  förvandla 1 till 200 genom exakt 200 tillåtna operationer? 

16.  På ett företag jobbar 11 personer. Där finns också en V-partigrupp. På varje sammanträde antingen inträder en person till i gruppen eller utträder en person ur gruppen. Enligt partiets stadga måste gruppen bestå av minst tre personer, och får inte upprepa någon sammansättning av medlemmar en gång till.  Kan det hända att gruppen hinner att pröva alla möjliga sammansättningar?

17. * 15-spelet utförs på rutnätet av format 4×4 där brickor nummer 1 till 15 placeras en per ruta och en ruta är ledig. Under ett drag får man förflytta till den lediga rutan en bricka från en intilliggande ruta som har en gemensam sida. Visa att genom sådana drag går det inte att byta plats på två intilliggande brickor samtidigt som alla andra brickor kommer tillbacka på sina ursprungliga platser. 
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