Lektion 5. Oändligheten. Uppräkneliga mängder.


Kända mängder: N – alla positiva heltal; Z – alla heltal; Q – alla rationella tal; R – alla reella tal.


Sats1. I vilken som helst delmängd till mängden N finns det minsta talet. 


Definition. En mängd A är uppräknelig om man kan numrera alla elementen i A med alla positiva heltal  utan upprepning. 


Prob2. Är Z en uppräknelig mängd?


Sats3. Vilken som helst oändlig delmängd till en uppräknelig mängd är också en uppräknelig mängd. 


Sats4. Union av en uppräkneligt antal ändliga mängder är antingen en ändlig eller en uppräknelig mängd.


Definitioner. A(B – mängden ordnade par (a, b) där a tillhör mängden A och b tillhör mängden B. 


Ak – mängden ordnade rader (a1, a2,...,ak) där samtliga ai tillhör mängden A.� Ñ(A) – mängden alla delmängder till mängden A.


Prob5. à) Kan kungen göra en tur på ett oändligt schackbräde och besöka varje ruta endast en gång? �b) Är mängden alla heltalspar Z(Z uppräknelig?


Prob6. Visa att följande mängder är uppräkneliga  a) Nk ; b) Q; c) mängden Cfin(N) ändliga delmängder till N.


Sats7. Vilken som helst oändlig mängd har en uppräknelig delmängd. 


Sats8. Ñ(N) är icke–uppräknelig. 


Sats9. R är icke–uppräknelig. 


Prob10. Kan man dela ett oändligt schackbräde i dominobrickor som består av två rutor var på ett sådant sätt att varje rätt linje som går längs rutkanter skulle dela mitt itu 


a) oändlig många brickor.


b) endast ett ändligt antal brickor.


Prob11. Två gudar turas om att skriva ner siffrorna i en decimalutveckling. Den förste får lägga till vilket som helst ändligt antal siffror till höger om redan utskrivna decimaler. Den andre får lägga till endas en siffra per drag. Spelet slutar när decimalutvecklingen blir oändlig. Om den är periodisk utan preperiod vinner den förste, annars vinner den andre. Bestäm spelets resultat om de både spelar som bäst. 


Prob12. Kan man kasta om termer i oändliga följden 1, 2, 3, 4, ..på ett sådant sätt att för vilka som helst k första termer blir deras summa jämnt delbart med k. 


Prob13. Kring vartenda heltal på tallinjen man har man grävt symmetriska gropar av bredden 0,01. En loppa hoppar på tallinjen med hoppar av längden �EMBED Equation.3���. Visa att förr eller senare hamnar loppan i en grop.  


Hemläxan


Prob 14. Visa att mängden alla periodiska talföljder av positiva heltal (med eller utan preperiod) är en uppräknelig mängd. 


Prob15.  Kan man stryka bort en del termer ur följden  �EMBED Equation.3���på ett sådant sätt att resten blir en aritmetisk talföljd med  a) oändlig många termer; b) med 10 termer?


Prob16. Kan man täcka planet med ett ändligt antal fyllda parabler?


Prob17.  En oändlig talföljd består av heltal  större än 1, alla termer är olika. Visa att man kan hitta oändliga många termer som är större än sitt nummer.  


Prob18. Det är känt att mänskligheten är odödlig medan varenda människa är dödlig. Varje generation består av ett ändligt antal personer. Visa att det kommer att finnas en oändlig lång kedja: Adam, S1=Adams son, S2=S1’s son, osv. 
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