Lektion 10. Extremprincipen

1. Den önskade egenskapen finns hos ett objekt som ligger på kanten eller har det största (det minsta) antalet av ngt

1. Ett antal torn är utplacerade på ett schackbräde. Visa att det finns ett torn som angriper högst två andra torn. 
2. Ett antal positiva heltal är skrivna på ett blad. Det är känt att för vilka som helst två av dem finns ett tal på bladet som är jämnt delbart med de båda. Visa att det finns ett tal på bladet som är jämnt delbart med alla andra tal. 
3. Ett antal stenar ligger i rad ordnade efter vikt. Man har en balansvåg utan vikter. Bestäm det minsta antalet vägningar som behövs för att säkert kolla om påståendet ”Två stenar är tyngre än en” är rätt för vilka som helst tre av stenarna.

2. Flaskhals. Extrema egenskaper kan finnas även hos ett objekt som från det första anblick ligger i mitten. 
4. Det är lätt att såga itu kuben 3×3×3 i 27 mindre kuber av storlek 1 med 6 snitt. Kan man minska antalet snitt om man får lägga om delarna efter varje snitt? 
3. Det kritiska ögonblicket ofta förekommer i slutet av en process. 
5. Målare-kameleont förflyttas ett steg som ett torn. Kommer den till en ruta, ska den antingen anta rutans färg eller måla om rutan till sin egen färg. En vit kameleont placeras på ett helt svart schackbräde. 
a) Kan den måla om schackbrädet till ett svart-vitt i schackordning? 
b*) Kan den måla om schackbrädet till ett vilket som helst annat svart-vit mönster?

4. Det lönar sig att starta en beviskedja från en kant, en flaskhals. 
6. I en 100-hörning har varenda sida längd som är halvsumman av två närliggande sidor. Visa att samtliga sidor är lika stora. 

7. En kvadrat av storlek 100×100 är sammansatt av dominobrickor av storlek 1×2. Visa att det finns ett par brickor som bildar en kvadrat av storlek 2×2. 

8. 5 tal var skrivna på ett blad. Man har adderat de parvis och fick följande 10 tal: 0, 2, 4, 4, 6, 8, 9, 11, 13, 15. Bestäm de ursprungliga talen.
5. Talröra
9. I schackbrädets rutor finns 64 olika heltal. Visa att man kan hitta ett par rutor med en gemensam sida som innehåller tal med skillnaden minst 5. 

10. Varenda elev har en gång under dagen vistats i datarummet. Det är känt att där råkat alla möta alla. Visa ett det fanns ett ögonblick då samtliga elever hade varit i datarummet.

11. 30 tal står i en ring. Det är känd att vartenda tal är lika med absolut belopp av skillnaden mellan de två talen som följer talet medurs. Talens summa är 300. Bestäm talen och deras ordning.

Problem till en kontinuerlig mattedrabbning.

M2. Två cirklar ligger utanför varandra och tangerar i en punkt A. En rät linje tangerar båda cirklar i punkterna  B och C. Visa att vinkeln BAC är rät.
M3. Låt O vara medelpunkten till en cirkel omskriven kring triangeln ABC och H vara höjdernas skärningspunkt i denna triangel. Visa att 
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M4. Tre  cirklar med radien R går genom en punkt H; A, B och C är punkter skilda från H där cirklarna skär varandra parvis. Visa att radien till triangelns ABC omskrivna cirkel är också R. 

M6. Fins det ett andragradspolynom P(x) sådant att för vilket som helst positivt heltal n på formen 11...1 är P(n) ett tal på samma form (d.v.s. skrivs med endast ettor)?

M7.  Under dagen hade 100 läsare besökt ett bibliotek (ett besök per person). Det visade sig att bland vilka som helst 3 besökare kunde man hitta minst två som råkade träffa varandra under sitt besök. Visa att en bibliotekarie kunde kungöra ett viktigt meddelande endast två gånger under dagen på sådana ögonblick att samtliga besökare skulle få höra det.
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