Lektion 23. Komplexa tal

Definition. Betrakta ett koordinatplan där två enhetsvektorer längs axlarna betecknas 1 och i. Ett komplext tal är en vektor som kan entydigt presenteras som 
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, där a kallas realdelen och b imaginärdelen till det komplexa talet z. Som vektorer kan man addera och subtrahera komplexa tal, och som uttrycken kan man även multiplicera (genom att använda regel  
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Upp 1. Låt z1=a1+b1i, z2=a2+b2i vara två komplexa tal. Bestäm 
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Definition. Talet
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 kallas konjugatet till 
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Upp 2. Visa att а) 
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; б) 
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Definition. Absolutbeloppet |z| av ett komplext tal 
[image: image8.wmf]i

b

a

z

×

+

=

 definieras som 
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Problem 3. Visa att 
а) 
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.  b) |z1z2|=|z1||z2|  c) |z1+z2|(|z1|+|z2|  

Definition. Argumentet för z(0 är vinkeln ( från den reella axeln till vektorn z räknat motsols. Argumentet betecknas 
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. Talet med absolutbeloppet 1 och argumentet ( betecknas ei(
Upp 4. Visa att z = |z| ei arg z.

Problem 5. Låt L=
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 vara en rotation kring origo med en vinkel  (. Visa att 
a) L(z1+z2)=L(z1)+L(z2). b) Om r(R, så L(rz)=rL(z). c) L(1)= ei( (1, L(i)= ei((i    d) L(a+bi)= ei(((a+bi).
Sats 6. Vid multiplikation av komplexa tal deras absolutbeloppen multipliceras och deras argumenten adderas modulus 2(.

Problem 7. Låt z(0. Visa att 
a) ekvationen x2=z har exakt två komplexa lösningar
b) ekvationen xn=z har exakt n stycken komplexa lösningar (n är ett positivt heltal).

Upp 7. Beskriv lösningsmängden till ekvationen 
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Sats 8 (Algebrans fundamentalsats). Varje polynom av grad 1 eller högre har minst en komplext nollställe. 

Bevis «Damen med en hund». Låt oss kalla polynomet zn damen och polynomet ifråga zn +azn-1+…+b en hund. (det räcker att betrakta fallet b(0). Låt z går en gång runt origo längs cirkeln av radie R. Då
a) Damen går n gånger kring  O längs cirkeln av radie Rn.
b) Om R är stort så springer hunden nära till damen och således springer den kring origo exakt n gånger också. 
c) Om R är litet så håller sig hunden ganska nära till punkten b och således kan ej springa kring O alls. 
d) Om man minskar R kontinuerligt så rör sig hundens bana kontinuerligt också.
e) Antalet ronder av banan kring O kan ändras då och endast då banan går genom O.

Hemläxa

Problem 9 (Napoleons sats). Tre liksidiga trianglar bildas utåt på sidorna av en godtycklig triangel. Visa att de liksidiga trianglarnas medelpunkter bildar en liksidig triangel till.
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