29:e Städernas turnering, Hösten 2007

Version för proffs, A-omgång, grundskola och gymnasium åk1 

Stockholm, den 15 december 

(Inom hakparenteser står den maximala poängen för varje problem.  Din totala poängsumma utgörs av de tre uppgifter för vilka du får flest poäng. Om du går  i 9:an multipliceras din summa med 4/3, i 8:an med 3/2)

1. På sidan CD av en romb ABCD finns det en punkt K sådan att AD=BK. Låt F vara skärningspunkten mellan diagonalen BD och mittpunktsnormalen till sidan BC. Visa att punkterna A, F och K ligger på en rät linje. [5 poäng]
2. a) Per hade tänkt på tre positiva heltal p1, p2, p3. Vanja hade tänkt på tre positiva heltal v1, v2, v3. Till vartenda par av sina tal skrev Per deras största gemensamma delare på tavlan. Till vartenda par av sina tal skrev Vanja deras minsta gemensamma multipel på tavlan. Det visade sig att Per har skrivit samma tal som Vanja (fast kanske i en annan ordning). Visa att samtliga 6 tal som är skrivna på tavlan är lika med varandra. [3 poäng] 

b) Per och Vanja hade tänkt på fyra positiva heltal var och skrev på tavlan deras största gemensamma delare resp. minsta gemensamma nämnare enligt samma mönster som i a) uppgiften. Är det säkert att samtliga tal på tavlan är lika med varandra? [3 poäng]

3. Mika står i medelpunkten av ett cirkulärt gräsplan med radien 100 m. Varje minut tar han ett steg som är 1 m långt. Innan han tar sitt steg måste han dock meddela i vilken riktning han vill gå.  Katarina får då beordra honom till att ta ett steg åt motsatt håll. Finns det ett säkert sätt för Mika att lämna gräsplanet eller kan Katarina alltid förhindra honom? [6 poäng]

4. Betrkata ett rutad band med måtten 1×N. På detta band kan två personer spela ett slags ”luffarschack”. De turas om att göra sina drag. Den 1:a spelaren placerar ett kryss i valfri ledig ruta och den 2:a får placera en ring i någon ledig ruta. Man får ej placera två kryss eller två ringar i intilliggande rutor. Den som kan inte göra ett drag förlorar spelet. Vilken av spelarna kan vinna oavsett hur skicklig motståndaren är (dvs. vem har en vinnande strategi)? [7 poäng]

5. Ett antal vikter med påskrivna massor är givna. Det är känt att listan av de påskrivna massorna sammanfaller med listan av de riktiga massorna, fast en del förväxlingar kan ha skett (dvs några av vikterna har markerats med fel massa).Det finns en balansvåg som ser ut som en sträcka som är fasthängd i sin mittpunkt. Vid en vägning hängas vikterna i godtyckliga punkter på sträckan, vilket leder till att antingen blir det jämvikt eller avviker vågen åt någon sida. Är det alltid möjligt att testa med en enda vägning om de påskrivna massor stämmer med de verkliga? 
(Vågen visar jämvikt om summan av kraftmomenten till vänster om mittpunkten är lika med summan av kraftmomenten till höger. Ett kraftmoment räknas som produkten ms av viktens massa m med avståndet s till mittpunkten) [8 poäng]


6. En trollkarl har en ögonbindel på sig. En åskådare lägger en rad av N likadana mynt. Åskådaren får bestämma själv vilka mynt som ska ligga med krona och vilka som ska ligga med klave upp. Sedan skriver åskadren ett godtycklig heltal fr.o.m. 1 t.o.m. N på en lapp och visar lappen för trollkarlens assistent. Assistenten tittar på talet och pekar sedan på ett av mynten vilket åskådaren vänder om. Äntligen får trollkaren ta av blindseln, titta på myntraden och bestämma vilket det skrivna talet är.

a) Visa att om trollkarlen och assistenten har ett säkert sätt att bestämma talet för N=a så har de även ett sätt att bestämma talet för N=2a. [4 poäng] 

b) Bestäm alla värden på N för vilka ett sådant sätt finns [5 poäng].

7. Vladimir bestämde sig för att bli en stor författare. Han bildade för varje latinsk bokstav ett ord som innehåller denna bokstav. Först skrev han ned ordet som svarar mot bokstaven ”A” (text #1). Sedan bytte han varenda bokstav i detta ord med sitt motsvarande ord och lämnade ett mellanrum orden emellan, vilket givit honom en fras (text #2). Sedan bytte han varje bokstav i frasen till sitt motsvarande ord och fick en text #3. På detta sätt fortsatte han 40 gånger och fick en slutgiltig text #40 som började med "Till whatsoever star that guides my moving". Visa att samma fras påträffas i texten minst en gång till. [9 poäng] 
29:e Städernas turnering, Hösten 2007

Version för proffs, A-omgång, gymnasium åk 2 och 3 

Stockholm, den 17 november 

(Inom hakparenteser står den maximala poängen för varje problem.  Din totala poängsumma utgörs av de tre uppgifter för vilka du får flest poäng. Om du går  i 2:an multipliceras din summa med 5/4, i 1:an med 4/3)

1. a) Per hade tänkt på tre positiva heltal p1, p2, p3. Vanja hade tänkt på tre positiva heltal v1, v2, v3. Till vartenda par av sina tal skrev Per deras största gemensamma delare på tavlan. Till vartenda par av sina tal skrev Vanja deras minsta gemensamma multipel på tavlan. Det visade sig att Per har skrivit samma tal som Vanja (fast kanske i en annan ordning). Visa att samtliga 6 tal som är skrivna på tavlan är lika med varandra. [2 poäng]
b) Per och Vanja hade tänkt på fyra positiva heltal var och skrev på tavlan deras största gemensamma delare resp. minsta gemensamma nämnare enligt samma mönster som i a) uppgiften. Är det säkert att samtliga tal på tavlan är lika med varandra?[2 poäng]

2. En fyrhörning ABCD är inskriven i en cirkel. Diagonalerna AC och BD skär varandra i en punkt P. Låt K, L, M, N vara mittpunkterna till sidorna AB,BC,CD respective AD. Visa att radierna till cirklarna omskrivna kring trianglarna PKL, PLM, PMN och PNK är lika stora. 
[6 poäng]

3. Bestäm alla stigande aritmetiska talföljder med ändligt antal termer som har summan lika med 1 och vilkas termer har formen 1/k där  k är ett positivt heltal. [6 poäng]

4. Ett antal vikter med påskrivna massor är givna. Det är känt att listan av de påskrivna massorna sammanfaller med listan av de verkliga massorna, men det kan hända att de påskrivna massorna inte stämmer för varje enskilld vikt. Det finns en balnansvåg som ser ut som en sträcka som är fasthängd i sin mittpunkt. Vid en vägning hängs vikterna i godtyckliga punkter på sträckan, vilket leder till att det antingen blir jämvikt eller så avviker vågen åt någon sida. Är det alltid möjligt att testa med en enda vägning om de påskrivna massor stämmer med de verkliga? 
(Vågen visar jämvikt om summan av kraftmoment till vänster om mitpunkten är lika med summan av kraftmoment till höger. Ett kraftmoment räknas som produkten ms av viktens massa m med avståndet s till mittpunkten) [6 poäng]

5. En trollkarl har en ögonbindel på sig. En åskådare lägger en rad av N likadana mynt. Åskådaren får bestämma själv vilka mynt som ska läggas med krona resp. med klave upp. Sedan skriver åskadren ett godtyckligt heltal fr.o.m. 1 t.o.m. N på en lapp och visar lappen till trollkarlens assistent. Assistenten tittar på talet och pekar sedan på ett av mynten vilket åskådaren vänder om. Äntligen får trollkaren ta av blindseln, titta på myntraden och bestämma det skrivna talet. 

a) Visa att om trollkarlen och assistenten har ett säkert sätt att bestämma det skrivna talet för N=a och N=b så har de ett sådant sätt även för N=ab. [4 poäng] 

b) Bestäm alla värden på N för vilka ett sådant sätt finns [4 poäng].

6. Betrakta två konvexa polygoner P och Q i planet. För en godtycklig sida hos P kan man ”klämma in” polygonen Q mellan två räta linjer som är parallella med denna sida. Låt h beteckna det vinkelräta avståndet mellan två sådana linjer och låt l vara längden av sidan hos P (h och l varierar naturligtvis när vi väljer olika sidor hos P). Beräkna produkten lh. Addera alla sådana produkter för samtliga sidor av P och beteckna summan (P,Q). På samma sätt kan man beräkna summan (Q,P). Visa att (P,Q) = (Q,P). [8 poäng]

7. Framför Alex ligger 100 stängda boxar med en röd eller en blå kula i vardera box. Alex har en krona på sitt konto. Han kommer fram till en box, gissar på kulans färg och satsar en viss summa pengar på sin gissning (det får vara ett godtyckligt positivt reelt tal eller 0, fast högst så mycket som han har på kontot). Boxen öppnas och summan kontot höjs (om han gissat rätt) eller minskas (om han gissat fel) med den summa som Alex  hade satsat. Spelet fortsätter tills alla boxar blir öppnade. Bestäm den största summan som Alex med säkerhet kan få på sitt konto om han vet att: 

a) det finns exakt en blå kula i boxarna; [3 poäng] 

b) det finns exakt n stycken blå kulor i boxarna. [5 poäng] 

(Förtydligande. Satsar Alex 0 så öppnas boxen i alla fall)
 Städernas turnering hemsida: http://servus.matematik.su.se/matcir/turgorse/  

